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Chapitre 1

Optimisation de fonctions continues
et dérivables

1.1 Continuité

On rappelle plusieurs définitions de fonctions continues.

Définition 1.1.1. Soit A un sous-ensemble de R. Une fonction f : A — R est dite continue au
point xg € A si pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que tout = € A avec |xg — x| < I satisfait

aussi |f(zo) — f(2)] < e.

De fagon équivalente, on peut dire que f est continue au point xg si la limite limy ., zca f(2)
existe et est égale a la valeur f(zg) (cela vient de la définition de limite)

Finalement, on peut dire aussi que f est continue au point x si pour toute suite (z,), C A
qui converge vers zo la limite de la suite (f(zy)), existe et lim, o f(x,) = f(x0) (ceci est une
conséquence de la caractérisation séquentielle des limites).

Une fonction est dite continue si elle est continue en tout point de son domaine de définition A.

On peut remarquer que d’apres cette définition toute fonction f est continue en tout point isolé
de son ensemble de définition. Si par exemple A = [0,1]U{2} la fonction f est siirement continue
au point 2 car pour tout £ > 0 il suffit de choisir § = 1/2 : de cette fagon le seul point x € A
avec |x — 2| < § = 1/2 sera le point 2 lui-méme et la condition |f(z) — f(2)| < € sera verifiée car
f(x) = f(2) (une conséquence de x = 2)! De facon équivalente on peut considérer des suites :
toute suite (z,), convergente vers 2 et composée de points appartenant a A réalise forcement
Iégalité x,, = 2 a partir d’un certain rang. Par conséquent la suite (f(zy)), satisfait f(z,) = f(2)
a partir du méme rang, ce qui est largement suffisant pour donner la limite lim,,_,~ f(z,) = f(2).

Dans ce chapitre on va voir comment la notion de continuité peut s’appliquer a la recherche des
maxima et minima des fonctions. Ce qu’on peut donner est un important résultat d’existence.
C’est-a-dire : sous certaines hypothéses on peut assurer I’existence d’un point de minimum (ou de
maximum). Pour le trouver vraiment, il faut utiliser des conditions nécessaires qui nous aident a
restreindre ’ensemble des possibles candidats minimiseurs. Pour cela il faut utiliser les dérivées.

Si la notion de continuité est celle qui est importante concernant les fonctions & minimiser,
les notions importantes concernant les ensembles seront celles d’ensemble fermé et d’ensemble
borné.

Définition 1.1.2. Soit A un sous-ensemble de R. On dit que A est ouvert si pour tout x € A
il existe un rayon r > 0 tel que {y € R : |z —y| <r} C A (autrement dit, A inclut un segment
bilatéral autour de tout point qu’il contient). Cette définition généralise celle d’intervalle ouvert
a des ensembles qui ne sont pas des intervalles.



On dit que A est fermé si son complémentaire est ouvert.

Théoréme 1.1.1. Un ensemble A C R est fermé si et seulement si, dés qu’on a une suite
(n)n C A qui admet une limite xog € R, cette limite xo appartient forcement a A.

Démonstration. Démontrons d’abord que si A est fermé la propriété qui nous intéresse concer-
nant les suites est vérifiée. Pour faire c¢a, supposons par contradiction qu’il existe une suite
(xn)n C A telle que z, — xp € A°. Comme A° est ouvert, prenons un rayon r > 0 tel que
{y eR : |zg —y| <r} C A% Comme z,, — x, on sait que, a partir d'un certain rang, on aura
|zy, — 20| < r et donc xz,, € A°. Cela contredit z,, € A.

Démontrons maintenant la réciproque, c’est-a-dire que, si A satisfait cette propriété concernant
les suites, alors il est fermé. Supposons par contradiction qu’il n’est pas fermé, et donc que son
complementaire n’est pas ouvert. Ceci signifie qu’il existe un point zg € A° tel que, pour tout
r>0,ona{y€R : |[zg—y| <r}NA#0D. Prenonsr =1/netx, € {y eR : |zg—y| < 1/n}NA.
La suite (x,,), converge vers x( car on a |z, — zo| < 1/n — 0. Pourtant z,, € A et zy € A°. Ceci
contredit I'hypothese. O

Par exemple I'ensemble A =]0, oo n’est pas fermé car la suite donnée par z,, = 1/n est composée
de points de A mais sa limite 29 = 0 n’appartient pas & A. Par contre ’ensemble A = [0, oo et
plus en général tout intervalle ou demi-droite qui inclut ses points extremaux est fermé.

Observation 1.1.1. Il ne faut pas penser que tout ensemble est soit ouvert soit fermé : par exemple
I'ensemble [0, 1[ n’est ni ouvert ni fermé et ’ensemble vide est en méme temps ouvert et fermé.

L’autre définition est beaucoup plus facile.

Définition 1.1.3. Soit A un sous-ensemble de R. On dit que A est borné si il est inclus dans
un intervalle [—R, R|. Autrement dit, A est borné s'il existe R tel que pour tout z € A on a
|z| < R.

Evidemment ce n’est pas la méme chose de dire “il existe R tel que pour tout z € A on ait
|z] < R” et “pour tout x € A il existe R tel que 'on a || < R. Dans ce deuxieme cas la quantité
R peut dépendre de x et donc cette propriété est toujours vérifiée, car pour tout x on peut
choisir par exemple R = 1 + |z| et réaliser I'inégalité.

On sait, d’apres le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, que toute suite bornée admet une sous-
suite convergente. On peut dire “toute suite contenue dans un intervalle fermé et borné I admet
une sous-suite convergente et la limite de cette sous-suite appartient encore au méme intervalle
I". Pareillement on a :

Théoréme 1.1.2 (Une variante du Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Soit A un sous-ensemble
fermé et borné de R et (xy,), une suite d’éléments de A. Il existe alors xo € A et une sous-suite
(@, )i telle que limy_,o0 Tp, = xo.

Démonstration. L’ensemble A étant borné, il est contenu dans un intervalle fermé borné [—R, R].
On peut donc appliquer a la suite (z,), le théoreme de Bolzano-Weierstrass et en déduire
I'existence d’une sous-suite (z,, )i telle que limy_,o 2, = xo, pour un certain zp € [—R, R]. Ce
qui nous reste a prouver est g € A. Ceci est une conséquence du fait que A est fermé, comme
toute suite d’élements de A, si jamais elle admet une limite, a limite dans A. O

Définition 1.1.4. Un sous-ensemble A de R tel que tout suite (z,,), C A admette une sous-suite
convergente vers un point de A est dit un ensemble compacte.

D’apres ce que l'on vient de dire, tout ensemble fermé et borné est compacte. En fait, il est
possible de démontrer plus que ca.



Proposition 1.1.3. Un sous-ensemble A C R est compacte si et seulement si il est fermé et
borné.

Démonstration. On sait déja qu’'un fermé borné est compacte; il nous reste donc a démontrer
qu’un compacte est fermé et ensuite qu'un compacte est borné.

Soit A compacte; pour démontrer qu’il est fermé on va utiliser la propriété concernant les
suites. Soit (x,), C A une suite d’éléments de A et supposons z, — z¢. Il faut démontrer que
xo appartient a A. Or, on sait, par définition de la compacité, qu’il existe une sous-suite x,, et
un point z € A tels que x,, — Z. A priori o, que I'on a pris dans ’énoncé concernant les suites,
et x, qui vient de la définition de la compacité, n’ont rien a voir I’'un avec 'autre. A priori...En
fait, comme on avait x,, — xo, cela reste vrai que x,, — x¢ et, par unicité de la limite, xo = .
Ceci démontre que zg € A et conclu la preuve que A est fermé.

Pour démontrer qu’il est également borné supposons qu’il ne I’est pas. Alors pour tout R I'inclu-
sion A C [—R, R] n’est pas vraie. Si on prend R = n on peut trouver un point =, € A\ [-n,n|.
On a donc une suite (), C A avec |x,| > n — +o00. Par compacité, il faudrait pouvoir extraire
une sous-suite x,, — o, ce qui est impossible car la suite z,, ne peut pas étre bornée (on a
limy_y o0 |, | = +00) et on sait que toute suite convergente est bornée. Ceci est une contradiction
et 'ensemble A est donc borné. O

On pourrait alors se demander pourquoi inventer un nom pour les ensembles compactes alors
que ce concept revient a “fermé et borné”. La réponse (peut-étre décevante & ce moment) est
que cela est vrai dans R mais que pour les sous-ensembles d’un autre espace cela pourrait étre
faux.

Une conséquence de tout ceci est le bien connu théoreme d’existence des minima et maxima.

Théoréme 1.1.4 (Weierstrass). Soit A un sous-ensemble compacte de R et f : A — R une
fonction continue. Il existe alors un point zo € A tel que f(zo) = min{f(z) : x € A} (et,
symmetriquement, il existe un point 2° € A tel que f(2°) = max{f(z) : = € A}).

Démonstration. Démontrons 'existence du minimum, celle du maximum étant completement
similaire. L’ensemble des valeurs {f(z) : = € A} n’admet pas a priori encore I'existence d’un
minimum, mais il admet stirement un inf, c’est a dire une valeur m € [—o0, +oo[ qui satisfait
m < f(x) pour tout € A et qui a aussi la propriété qu’on peut approcher la valeur m d’aussi
preés que l'on veut avec des valeurs de la forme f(z) avec x € A (si m € R cela peut étre enoncé
en disant “pour tout £ > 0 il existe un = € A tel que f(x) < m +¢€” et si m = —oo on dit par
contre “pour tout L € R il existe un = € A tel que f(z) < L”). Cela signifie qu’il existe une
suite des valeurs f(z,) avec lim, o f(x,) = m. Les points x, sont des points de A et donc
on peut extraire une sous-suite convergente (x,, )i de la suite (z,), avec sa limite g € A. Or,
si xn, — o, comme la fonction f est continue, on en déduit f(zy,) — f(zo). Cependant, on
savait que la limite de toute la suite (f(zy))n était m et donc on a aussi limg_,oo f(2n,) = m.
On en déduit que f(xg) = m. Si en un point la valeur de la fonction réalise 'inf on a conclu car
cet inf sera un minimum aussi, réalisé par ce point-la. O

Observation 1.1.2. Une conséquence de ce résultat est que 'image par une fonction continue
d’un intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné, et parfois on le trouve enoncé comme
¢a. Que I'image d’un intervalle soit un intervalle est une conséquence des théoreme des valeurs
intermédiaires (théoréme des zéros), alors que le fait qu’il soit borné et que ses bornes appar-
tiennent a I'image sont des conséquences de 'existence du minimum et du maximum que 'on
vient de montrer.

Une autre rémarque qui est trés importante en optimisation et que vous rencontrerez probable-
ment au cours de vos études mathématiques plus avancées est la suivante : Il est utile de voir



quelques exemlples de non-existence du minimum ou maximum pour comprendre 'importance
des hypotheses.

Ezemple 1.1.1. Soit A = [—1,1] et f la fonction donnée par

= stz #0
f<$)_{2 siz = 0.

Cette fonction n’admet pas de minimum sur ’ensemble A, car inf,c4 f(z) = 0 mais f(z) > 0
pour tout z € A. En effet, il s’agit d’une fonction qui est continue en tout point de A\ {0} mais
pas en 0. Et c’est justement le point 0 qui était le point important dans la démonstration du
théoreme de Weierstrass, car si l'on prend une suite (z,), telle que f(z,), converge vers I'inf on
aura justement x, — 0. Par contre la méme fonction admet un maximum, et ce maximum est
2, car on peut bien voir 2 = f(0) > f(z) pour tout z. La fonction f est en effet semi-continue
supérieurement.

Ezemple 1.1.2. Soit A =]0,1] et f la fonction donnée par f(z) =1 — z. Cette fonction n’admet
pas de maximum sur I'ensemble A, car sup,c4 f(z) = 1 mais, évidemment, f(z) < 1 pour
tout = € A. En effet, ici le probléeme n’est pas posé par f (qui est bien continue), mais par
A, qui est borné mais pas fermé (il y a des suites (x,), C A qui converge & un point hors
de A, et notamment & 0). Dans ce cas la aussi, si 'on prend une suite (x,,), telle que f(zp)n
converge vers le sup on aura justement x,, — 0. Mais 0 ¢ A et donc il ne peut pas réaliser le
maximum. Il est intéressant de remarquer que, en remplacant 1 — x par 1/x, on aurait méme
pu construire une fonction qui non seulement n’admet pas de maximum, mais elle n’est pas
non plus bornée supérieurement. Ceci n’aurait pas évidemment été possible si 'on avait voulu
utiliser une fonction continue sur un fermé borné.

Comme on 'a vu, il faut étre prudent quand I’ensemble n’est pas compact ; néanmoins, on peut
étre un peu plus souple sur la nature de I’ensemble A, quitte & demander a la fonction f de
Paider un peu. On fera ’exemple du cas A = R.

Théoréeme 1.1.5. Soit f : R — R une fonction continue. Supposons que f tende vers +o0o des
deuz cotés, c’est-da-dire
lim f(z)= lim f(z)= +o0.

T—r-+00 T—r—00

Il existe alors un point xo € R tel que f(zo) = min{f(x) : x € R}.

Démonstration. Prenons une valeur quelconque réalisée par la fonction f, par exemple f(0). Il
est évident que le minimum m, si il existe, va vérifier la condition m < f(0). Tous les points x
avec f(x) > f(zo) n’influencent pas l'existence et la nature du minimum.

Par définition de limite infinie, on sait que pour tout K € R il existe un nombre (réel) b tel que
x > b entraine f(z) > K (ceci car lim, 1 f(2) = +00) ainsi qu'un nombre a tel que z < a
entraine f(x) > K (car lim,_, o f(z) = +00). Cela signifie que 'ensemble X = {z € R
f(z) < K} est borné, caron a {x € R : f(z) < K} C [a,b] C [-R, R], avec R = max{|al, |b|}.
De plus, cet ensemble est fermé : en effet, si on prend une suite (x,), C X et on suppose
T, — xg, par continuité de f on doit avoir f(z,) — f(zo). Ceci implique f(zp) < K (& cause
du fait que toutes les valeurs f(x,) étaient plus petites que K).

Prenons K = f(0). Grace a ce qu'on a dit avant, on peut donc se restreindre a 1’ensemble
X C R, car infyer f(x) = infyex f(x). Et dans cet ensemble la il existe, grace au théoreme
précedent, un point xg € [a,b] C R tel que f(xg) < f(x) pour tout x € X. Comme en plus on a
f(z) > K = f(0) > f(xo) pour tout x ¢ X, on a finalement f(z) > f(zg) pour tout x € R, ce
qui montre que xg est un point de minimum. ]



1.2 Dérivabilité

On rappelle maintenant qu’est-ce qu'une fonction dérivable.

Définition 1.2.1. Une fonction f :]Ja,b[— R est dite dérivable au point zg €]a, b] si la limite

i L@ = f0)

T—rTQ Tr — X0

existe et est finie. La valeur de la limite est alors dite la dérivée de f au point z( et notée f’(x).

On sait bien que si une fonction f est dérivable au point z elle est continue aussi au méme point,
mais évidemment la récipoque n’est pas vraie. Pour pouvoir parler de dérivée ou dérivabilité
d’une fonction en un point il faut pouvoir considérer la limite des taux d’accroissements. Il vaut
mieux que ce point soit a l'intérieur du domaine de définition de la fonction.

Si I'on a presenté ici le concept de dérivée c’est par ce qu’il nous est utile pour donner des
conditions nécessaires pour qu’'n point soit un point de minimum ou maximum d’une fonction.

Ce qui est bien connu est le suivant théoréme :

Théoréme 1.2.1. Soit f :|a,b|— R une fonction dérivable au point xy €|a,b]. Supposons que
xo est un point de minimum pour f, c’est-d-dire que pour tout x €]a,b[ on a f(x) > f(xg). Alors

f’(ﬂjo) = 0

Démonstration. On sait que la valeur f'(zg) est obtenue come limite des taux d’acroissement,
cette limite étant égale d’une c6té et de I’autre. On peut donc écrire
f,(':UO) _ lim f(l') — f(l'())’
Tr—To, T>T0 xr — g

méme si on sait qu'en vrai f’(xg) est égale & la limite prise des deux cdtés (mais si cette
limite existe, elle coincide avec la limite droite, celle qu’on est en train de considérer, et avec
la limite gauche aussi). Les quantités f(z) — f(zg) et & — xp sont positives (au sens > 0),
I'une par minimimalité de xg, I’autre par ce que x est a droite de xy. Par conséquent les taux
d’acroissement dont on prend la limite sont positifs et la limite aussi (c’est une propriété connue
des limites : les limites des quantités positives sont positives). On a donc f’(zg) > 0.

Pareillement, si ’on considére la limite gauche, on a la positivité de f(x)— f(zg) alors que = —zg
sera negatif. On en deduit donc f/(zg) < 0. Ceci implique f'(zg) = 0. O

Observation 1.2.1. On a évidemment utilisé le fait que g se trouve a l'intérieur de 'intervalle,
car on a considéré la limite des deux cotés. Si 'on regarde une fonction définie sur un intervalle
fermé [a, b] et un point de minimum sur le bord, en supposant qu’il admette une dérivée d’un coté
(gauche en a, droit en b), alors on en déduit seulement une inégalité, et notamment f’(a) > 0
ou bien f/(b) <0.

Observation 1.2.2. Le théoréeme s’adapte au cas d’'un point de maximum, et il donne toujours la
condition f’(xg) = 0. Bien siir, dans le cas des inégalités sur les points du bord, ces inégalités
sont renversées.

Ce théoréeme donne un critére puissant pour la recherche des minima et maxima des fonctions
dérivables, méme si lors qu’on detecte un point xy avec f’(xg) = 0 on ne peut pas savoir ni
si il sera un minimum, ni si il sera un maximum (car la condition nécessaire est complétement
symmétrique), et encore il pourrait étre un point qui n’a ni un cmportement de minimum ni
un comportemet de maximum. Tout d’abord le théoreme s’adapte tres bien au cas des minima
locaux (c’est-a-dire les points zq tels qu'il existe un rayon r > 0 qui fait en sorte que xg soit un
point de minimum pour la fonction f sur lintervalle |xg — r, 2o 4 r[). Ceci nous montre qu’'un
point avec f’(x¢) = 0 pourrait trés bien étre un point de minimum local, ou de maximum local.
Non seulement, ’exemple suivant est trés bien connu :



Ezemple 1.2.1. Considrons A = [~1,1] et f(z) = 2. On a f’(0) = 0 et pourtant 0 n’est pas
un minimum, ni un maximum, ni un minimum local, ni un maximum local. On le peut vérifier
facilement car pres de 0 les valeurs positives de x donnent des valeurs de f(x) qui dépassent
f(0) et les valeurs négatives restent toujours en dessous. Ce qui se passe est que la fonction est
presque horizontale au voisinage de 0 mais elle a une petite déviation des deux cotés, l'une vers
le haut, I'autre vers le bas, si petite que quand on calcule la limite des taux d’acroissements elle
n’influence pas le résultat de la dérivée.

En tout cas, 'utlité du théoréme 1.2.1 est la possibilité de regarder un petit nombre de points,
ceux qui satisfont les conditions nécessaires, en tant que candidats minima, a la place de regarder
a priori tous les points de 'intervalle. Il est tres utile si couplé avec le critere d’existence et si la
fonction est soit dérivable en tout point, soit a une petite liste de points pres.

Critére de recherche de minima et maxima absolus :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable en tout point de ]a, b[\\S, out S est en ensemble

fini et, si possible, pas nombreux. On peut donc composer une liste de points de [a, b] qui sont

candidats & étre minima et/ou maxima, et qui est composée de :

— les points de bord a et b, car 1a le critére du théoréme 1.2.1 n’est pas applicable ;

— les points de S car 1a non plus on peut 'appliquer ;

— tout point zg €]a, b[\S qui satisfasse f’(xg) = 0 (ce qui est souvent réalisé par un petit nombre
de points).

Le théoreme de Weierstrass nous garantit que le minimum et le maximum existent et en plus

on est stir qu’on les trouvera parmi les points qu’on a listé. Il suffit donc de calculer les valeurs

f(z) corréspondant a tous les points x de la liste et on trouvera le (ou les) point(s) de minimum

en prenant ceux qui ont les valeurs les moins élevées et les points de maximums en prenant ceux

qui ont les valeurs le plus élevées.

Evidemment plein d’autres criteres similaires peuvent étre batis pour d’autres situations, par
exemple pour une fonction satisfaisant aux conditions du Théoreme 1.1.5.

Observation 1.2.3. Quelle est la différence entre cette approche et celle par tableau de variations ?
pas grande chose. Ici on ne calcule pas les signes de la dérivée (et donc on économise du temps)
mais on se retrouve a regarder comme candidats ces points aussi qui ont dérivée nulle (ou ou f
n’est pas dérivable) mais qui ne peuvent pas vraiment minimiser a cause des signes de la dérivée
juste avant et juste apres (et donc on perd un petit peu plus de temps a calculer les valeurs de
f sur ces points 1a). Si on cherche et le maximum et le minimum le tableau des variations nous
force a calculer les signes et en plus souvent ne nous fait pas économiser beaucoup d’évaluations
de f sur les points qu’on a trouvé, car la plus part d’entre eux sont soit candidats a minimiser
soit & maximiser (sauf ceux qui sont du type 23, ot la dérivée s’annulle sans changer de signe, oe
ceux qui sont de type 2x + |z|, ou la fonction n’est pas dérivable mais dérivée gauche et droite
ont le méme signe). Par contre, si 'on cherche seulement I'une des deux bornes (min ou max),
alors p-e le tableau de variations peut étre rentable.

Mais c’est des petites différences, c’est a peu pres la méme idée. Un avantage de cette approche
est par contre qu’on pourra 'appliquer en dimension plus grande (en deuxiéme année, disons),
quand une fonction définie sur le plan n’a pas un “sens de variations”.

Derniére chose : si f n’est pas continue, parfois on peut quand méme établir I'existence du
maximum ou minimum. Apres, si I’on utilise un tableau de variations, il faut étre treees attentifs,
car aux points de discontinuité il y a typiquement un saut. La fonction f(z) = x sur z > 0 et
f(x) = x+ 1 sur z < 0 a une dérivée positive avant et aprés 0 mais 0 est quand méme un
candidat minimum (& cause du saut en bas entre 0~ et 07).

10



Chapitre 2

De la dérivation aux développements
limités

2.1 Propriétés des fonctions dérivables

On présente ici quelques théorémes importants sur les fonctions dérivables qui seront répris dans
la suite.

Théoréme 2.1.1 (Rolle). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l’intervalle fermé [a, b]
et dérivable en tout point de l'intervalle ouvert |a,b|C [a,b]. Supposons f(a) = f(b). Il existe
alors un point & €la, b| tel que l'on ait f'(§) = 0.

Démonstration. La fonction f étant continue et Uintervalle [a,b] fermé et borné, d’apres le
théoréme de Weierstrass on sait que f admet un maximum et un minimum sur cet intervalle.
Soient m et M les valeurs du minimum et du maximum, respectivement, et K la valeur commune
de f(a) et f(b). On a forcement m < K < M. Si toute les inégalités sont des égalités alors on a
m = M et la fonction est constante. Mais une fonction constante admet partout dérivée nulle et
tout point £ €]a, b[ satisfait la condition. Supposons donc qu’on ait soit m < K = f(a) = f(b)
soit l'autre inégalité. Dans ce premier cas, il signifie qu’il existe un point de minimum z¢ € [a, ]
et que f(xg) < f(a) = f(b). Celci implique en particulier que z( est distinct de a et de b. Il est
donc a 'intérieur et on sait que si un point a Uintérieur réalise le minimum (un minimum local
aurait été suffisant) d’une fonction dérivable, la dérivée en ce point 1a doit forcement étre nulle.
11 suffit donc de choisir £ = x(. Pareillement, si ¢’est le maximum M qui dépasse strictement K,
on en déduit 'existence d’un point intérieur de maximum et ce point aura dérivée nulle. O

Observation 2.1.1. Vous pouvez remarquer qu’on a vraiment utilisé toutes les hypotheses : la
dérivabilité en tout point intérieur est a demander car on ne sait pas ol le minimum tombera,
et la ou il tombe on a besoin de dire que la dérivée vaut zéro; la continuité d’autre coté est
demandée pour assurer l'existence d’un minimum et un maximum, et on en a besoin sur un
ensemble fermé borné. Non seulement, il est facile de se rendre compte que sans la continuité
en a et b le théoreme n’aurait aucune chance d’étre vrai : si 'on admet que les valeurs en
a et b puissent différer dess limites de f(x) lors que x tend vers a et b repsectivement, on a
beau a supposer que les deux valeurs f(a) et f(b) sont égales, mais cela serait toujours une
hypotese inutile car elle n’implique rien au niveau du comportement intérieur de la fonction. Et
évidemment sans f(a) = f(b) le théoréme est faux (par exemple prenez f(z) = z).

Théoréme 2.1.2 (Acroissements finis). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l’intervalle
fermé [a, b] et dérivable en tout point de l'intervalle ouvert |a,b[C [a,b]. Il existe alors un point
€ €la,b| tel que Uon ait

11



Démonstration. Soit L = (f(b) — f(a))/(b— a) et considerons la fonction g donnée par

Cette fonction garde les mémes propriétés de continuité et dérivabilité de la fonction f car on
y a rajouté tout simplement une fonction linéaire, qui est elle méme continue et dérivable en
tout point. Montrons que g(a) = g(b), de fagon & pouvoir appliquer le théoréeme de Rolle a la
fonction g. On a

f(0) = f(a)

9(b) = g(a) = f(b) = fla) = L(b —a) = f(b) = fla) = ————(b—a) =0.
Ceci montre g(b) = g(a). On peut donc appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g et on

obtient qu'il existe un point £ €]a, b[ tel que

0=¢(€)=f'() ~ L.

Gréce au choix de L qu’on a fait, on vient de montrer la these. ]

Remarque inutile : au déla des Alpes ce théoreme s’appelle Théoréme de Lagrange. Indépen-
demment de son nom, il a plusieurs conséquences intéressantes.

La premiére qu’on va voir concerne la notion de fonction Lipschitzienne.

Définition 2.1.1. Une fonction f : A — R est dite Lipschitzienne si il existe une constante
L (appelée “constante de Lipschitz”, Lipschitz étant le mec qui a, peut-étre, introuduit cette
notion) telle qu’on ait

[f(x) = f(y)| < Llz —y| pour tout z, y € A.

Souvent on appelle constante de Lipschitz la plus petite constante L qui permet de réaliser
I'inégalité (car, évidemment, si L est une constante qui satisfait I'inégalité ci-dessus, tout L' > L
la satisfait aussi). On définit donc

Lip(f) :==inf{L > 0: |f(z) — f(y)| < L|z — y| pour tout =, y € A}.

11 est facile de voir que toute fonction Lipschitz est continue (il suffit toujours de choisir 6 = ¢/L).
Par contre, elle n’est pas forcement dérivable : il suffit de penser a a fonction f(z) = |z|, qui
admet 1 comme constante de Lipschitz mais n’est pas dérivabe au point 0. Il est intéressant de
remarquer que la non-dérivabilité vient ici de le non-existence de la limite des taux d’acroissement
(limite différente a droite et & gauche), méme si ils restent quand méme bornés (contrairement
au cas par exemple de la fonction f(z) = 21/3, qui admet la limite des taux d’acroissement en
0, mais elle n’est pas finie, les taux n’étant pas bornés).

La notion de fonction Lipschitzienne dévient tres facile dans le cas des fonctions dérivables.

Proposition 2.1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable en tout point de ]a,b[. Les deux
faits suivants sont équivalents :

— la dérivée de f est bornée sur]a,bl,

— f est Lipschitzienne.

De plus, si la dérivée est bornée et on a |f'(x)| < L pour tout x €]a,b[, alors f admet la méme
valeur L comme constante de Lipschitz et si f admet une constante de Lipschitz, la méme
constante est une borne supérieure pour |f'(z)|. On a donc Lip(f) = supgea |f/ ().

Démonstration. Démontrons que une borne L sur la dérivée entraine la nature Lipschitz de
la fonction f avec constante de Lipschitz L. Prenons x, y €]a,b[ et supposons par simplicité
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x <y (la condition de Lipschitz étant tout a fait symmétrique en x et y). On peut appliquer le
théoreme des acroissements finis a la fonction f sur [z, y] et on obtient

ce qui implique
() = f)l = £ ©llz =yl < Llz - yl,
si L est une constante qui borne la dérivée, c’est-a-dire telle que |f'(£)| < L pour tout & €]a, b|.

Maintenant supposons que f est Lipschitzienne avec constante de Lipschitz L et démontrons
|f'(z0)] < L pour tout g €]a, b[. En mettant la valeur absolue partout dans la limite qui donne
la définition de dérivée, on trouve

eo)] = i L) = Tl

w350 |z — |

Pourtant on a |f(x) — f(zo)|/|x — o] < L et donc on en déduit |f/(xo)| < L (celle-ci est la
partie facile de I’équivalence, alors que pour I'autre il est nécessaire d’utiliser le théoreme des
acroissements finis). O

Une autre conséquence du théoreme des acroissements finis est le fait qu’on peut faire le déve-
loppement suivant : si f est une fonction dérivable en tout point d’un intervalle A et =,z € A,
alors on a

f(@) = f(zo) + f'(&)(x — x0),

ou & est un point de l'intervalle |zg, [ ou |z, zo[ (ce qui dépende de = > xy ou xy > z). Celui-
ci est un développement exacte de la fonction f, qui est continue car dérivable, et qui donne
une idée de I’écart entre f(x) et f(x). Il s’agit en fait d’'un développement qui n’est pas tres
satisfaisant et qui est stirement dépassé par le suivant :

f(@) = f(zo) + f'(xo) (2 — m0) + () (2 — o), (2.1)

ou £(x) est une quantité qui tend vers 0 lors que x — xg (en fait, si 'on définit £ grace a la
rélation ci-dessus, qui en donne la valeur en tout point z # xzg,et on rajoute £(zp) = 0, on
peut dire qu’on obtient une fonction continue). Ce développement est obtenible & partir de la
défintion de dérivée, car si

[T, gy,
on peut dire
FOZ 18 _ 1)+

et apres réconstruire le dévéloppement souhaité.

La quantité e(x)(x — xg) est aussi souvent notée par le symbol o(x — xg). Il est en fait commun
d’écrire o(g(x)) si g est une fonction qui converge a zéro lorsque = — xg et alors dans ce cas la
dire f(z) = o(g(z)) ou “f est un petit o de g” signifie

lim M = 0.

#=a0 g()
Ceci équivaut, dans la notation de tout a 'heure, f(z) = e(z)g(x). Typiquement on utilise la
notation du petit o avec des puissances de x — . Par exemple on peut dire que 22 + 2% est un
petit o de z pour z — 0, mais non pas qu’elle est un petit o de 22 (car la limite du ratio n’est
pas nulle mais 1).
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Les deux dévéloppements ont des avantages et désavantages : le premier est exacte, mais les
termes qui sont connus (si I'on connait le comportement de f en xg, ¢’est-a-dire f(zo) et f'(zo))
s’arrétent tout de suite et il n’y a que la partie f(x¢); par contre, le deuxiéme utilise une fonction
€ dont on sait seulement qu’elle converge vers zéro, mais il a ’avantage d’arriver un peu plus
loin avec les termes connus, car il donne déja une approximation avec une droite (la fonction
x> f(zo) + f(x0)(x — x0)). Le but de ce genre de dévéloppement est en fait d’approcher une
fonction autour d’un point zg en connaissant les valeurs de f et de sa dérivée. On verra dans les
sections suivantes que on arrivera a faire beaucoup mieux en utilisant aussi ses dérivées d’ordre
supérieur.

2.2 Dérivées d’ordre supérieur

Une question naturelle qu’on se pose quand on a une fonction f dérivable en tout point est celle
de considérer la fonction z — f/(z) est se demander : est-elle continue ? est-elle dérivable ?

Il est assez naturel de se convaincre que f’ n’est pas forcement une fonction dérivable et I’exemple
le plus facile est le suivant :

Ezemple 2.2.1. Considérons f(x) = x|z|, qui corréspond & deux paraboles différentes, 'une avec
concavité en haut, autre en bas, qui se joignent en 0 (car f(x) = 22 pour x > 0 et f(z) = —a?
pour z < 0). Il est facile de calculer f'(x) (et de vérifier qu’elle existe) pour x # 0, car localement
la fonction coincide avec une parabole connue. Concernant 0, on peut calculer a la main la limite
zlz| =0

£(0) = tim 210

= lim |z| =0
z—0 T — z—0

et finalement on obtient 'expression générale f'(x) = 2|z|. Cette fonction n’est pas dérivable en
0.

Il est moins facile de comprendre si f’ est forcement continue ou non.

En fait il y a ce résultat, dii & Darboux, qui montre que f’ a une propriété typique des fonctions
continues.

Théoréme 2.2.1 (Darboux). Soit A un intervalle et f : A — R une fonction dérivable en tout
point : alors, si xo,x1 € A, pour toute valeur | intermediaire entre f'(xo) et f'(x1), il existe &
entre xo et x1 tel que f'(§) =1.

Démonstration. Par praticité, on va supposer [ = 0, xg < x1 et f'(zg) < 0 < f'(x1). Ceci ne
réduit pas la généralité du théoreme, car il suffit de remplacr f par la fonction z — f(z) — lx
et, le cas écheant, de changer de signe a f ou de faire un changement de variable z =— —uz.

Considérons donc la fonction f sur l'intervalle [z, z1] : comme elle est dérivable, elle est continue
aussi et, I'intervalle étant fermé et borné, elle admet minimum sur cet intervalle. Soit & ce point
de minimum : on montrera £ # xg et £ # x1, ce qui entrainera qu’il s’agit d’un point intérieur,
et donc f/(§) =0, ce qui conclut la preuve.

Pour montrer £ # 1z il suffit de remarquer f’(x¢) < 0, ce qui empéche au point xg d’étre un
point de minimum sur l'intervalle [zg, z1], car il ne respecte pas la condition nécessaire pour les
points du bord. En fait, si la dérivée au point initial est négative, le point n’est pas un minimum
car juste a sa droite on a des valeurs plus petites. Pareillement on a £ # z;. O

Une autre propriété typique des fonctions continues qui est satisfaite par la dérivée est la suivante.

Théoréme 2.2.2. Soit A un intervalle et f : A — R une fonction dérivable sur A\ {zo}.
Supposons
lim f'(z) =1€R.

Tr—xQ
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Alors f'(xg) existe et est égale & l. En particulier, si [ est déja dérivable partout en A et
limy s, f/(x) existe alors f' est continue au point xy.

Démonstration. On veut démontrer

L 1) = f(a)

T—T0 T — X

=1.

Pour cela on utilise le fait suivant : pour tout e > 0 il existe § > 0 tel que |f' — 1] < e sur
Jzo — 9, 20 + d] (grace a 'hypothése sur la limite des dérivées au point ). De plus, on utilise le
théoréme des accroissements finis et on voit que, si © €|xg — 0, xg + o[ alors

f(=) = f(20)

T — X0

= f'(¢) €ll —&,1+¢],

car £ aussi appartient a |xg — 0, x9 + 0] (comme il est un point intermédiaire entre zy et x).
Ceci montre que la limite des taux d’accroissements est égale a [ et que donc f est dérivable au
point zg et f'(x¢) = [. La méme démonstration montre la continuité de f’ sous 'hypothese de
I’existence de la limite. O

Observation 2.2.1. Le méme enoncé peut s’étendre au cas d’'une limite a gauche ou a droite
seulement, avec égalité avec la dérivée gauche (ou droite).

Observation 2.2.2. 11 est important remarquer la différence qu’il y a en théorie entre la limite des
taux d’accroissement et la limite des dérivées. Si on nous demande de démontrer qu’une fonction
f donnée est dérivable au point zy on devrait considérere les taux d’accroissement (f(z) —
f(z0))/(x—x0) et leur limite pour x — x¢, et non pas la limite lim,_,,, f'(z). Pareillement, pour
démontrer qu’elle n’est pas dérivable il faut démontrer que la limite des taux d’accroissement
n’existe pas, et non pas celle des dérivées. L’exemple d’en bas montre aussi que cette deuxieme
limite peut ne pas exister alors que le premiere existe. Pourtant, le résultat du Théoreme 2.2.2
nous aide si la limite des dérivées existe. De plus, si les limites droite et gauche des dérivées
existent et sont différentes, la fonction ne sera pas dérivable (car la limite droite et la limite
gauche des taux d’accroissement seront différentes).

Pourtant, méme si ces propriété sont typiques des fonctions continues, il n’est pas vrai que la
dérivée d’une fonction dérivable est continue, et on peut le voir de ’exemple suivant.

Ezemple 2.2.2. Considérons la fonction f donnée par

r?sinl/z  sixz #0,
() = fo o
0 six=0.

Cette fonction est dérivable en tout point : elle est dérivable hors de 0 car composée et produit
de fonctions dérivables, et pour vérifier la dérivabilité en 0 il suffite de calculer la limite des taux
d’accroissement, en obtenant
2
z“sinl/x —0
1/(0) = lim eisinljz =0 _ lim zsinl/z =0,

x—0 rz—0 x—0
ou la derniére limite peut étre caluclée grace a —x < zsinl/x < z. On a donc

2zsinl/z +cosl/x  siz #0,

J@) = {0 six=0.

On peut vérifier que cette expression n’est pas continue en x = 0, car il n’existe pas la limite
lim, 0 2zsin1/x + cos 1/z, le premier terme convergeant a zéro, mais le deuxiéme n’ayant pas
de limite.
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En vue des exemples ci-dessus, il est naturel introduire la notion de fonctions C*, c’est-a-dire
les fonction dérivables avec continuité k fois. Qu’est-ce qu’il signifie ? une fonction C' est une
fonction qui est dérivable et telle que sa dérivée est une fonction continue. Une fonction C? est
une fonction telle qu’on puisse faire cette opération deux fois, c’est a dire que elle est dérivable
et sa dérivée est non seulement continue, mais dérivable aussi avec dérivée continue. On dit aussi
CY a propos des fonctions continue. On peut résumer par récurrence tout ¢a en cette définition.

Définition 2.2.1. On dit qu'une fonction f : A — R est C°(A) si elle est continue. Pour tout
k > 1 on dit qu'une fonction f : A — R est C¥(A) si elle est dérivable et la fonction f est
Ck=1(A).

Il n’est pas difficile établir le suivant :

Théoréme 2.2.3. Soit k > 1. Si f et g sont deux fonctions C¥(A) alors f + g, fg sont aussi
C*(A), ainsi que 1/f si en plus f # 0 sur A. Si g est une fonction C*(f(A)) (C* sur ’ensemble
f(A), qui est un intervalle si A est un intervalle) alors go f € C*(A). Si en plus f' # 0 sur A
alors =1 est CF(f(A)) (f~! ewiste car f' # 0 et donc, grice au théoréme de Darbouz, f' est soit
toujours positive soit toujours négative, donc f est strictement monotone et donc inversible).

Démonstration. 11 suffit de tout démontrer par récurrence. On sait que le résultat est vrai pour
k = 1. Maintenant on le suppose vrai pour & = n et on le montre pour k¥ = n + 1. Prenons
f, g € C""L(A) (donc f', ¢ € C™(A)) et considérons la somme et le produit. Comme on veut
montrer que f + g, fg et 1/f appartiennent & C"*1(A) il nous suffit de montrer que leurs
dérivées appartiennent & C™(A). Les dérivées qu’on regarde sont f'+¢', fg' + f'g et —f'/f? qui
sont obtenues comme sommes, produits et ratios de fonctions C™. Donc, comme le résultat est
supposé vrai pour k = n, on en déduit que f' + ¢, fg' + f'g et —f'/f? sont C™ et donc f + g
et fg sont C"H1,

L’idée est la méme en ce qui concerne la composition : prenons f € C"1(A) et g € C"TL(f(A)).
La dérivée de la composée go f est donnée par ¢'o f - f' qui est un produit d’une fonction C™(A)
(la fonction f’; par hypothese sur f) et d’une fonction qui est la composition de deux fonctions
C™. en appliquant le résultat dans le cas kK = n on trouve que (go f) est C™ et donc go f est
cntl,

Pour terminer il reste le cas de l'inverse. Si f € C"*1(A) on calcule (f~!). Ona 1/(f o f~1). La
fonction f’o f~! est la composition de deux fonctions C™ et est donc C™. La aussi on a montré,
en utilisant les résultats pour k = n, que f~! est C"+1, O

Observation 2.2.3. On peut dire qu’une fonction est continue en un point xg, on peut dire qu’elle
est dérivable en ce point, mais si 'on dit qu’elle est C' en z( alors on veut en fait dire qu’elle
est au moins dérivable hors de zg aussi et que sa dérivée est continue en xg. Pareillement, dire
qu’une fonction est C* en un point donné implique parler de ses dérivées hors de x aussi.

Sous le coté notations, on appelle dérivée seconde d'une fonction f, et on la note par f”, la
dérivée de sa dérivée (f” = (f')’) et plus en général on parle de dérivée k—ieme. On écris en
général f, f', f", f” mais aprés on utilise la notation f*) pour la dérivée k—iéme.

Quand on parle de combien de fois une fonction est dérivable avec continuité on appelle ¢a
le dégré de régularité de cette fonction. Une fonction est usuellement dite réguliere si elle est
suffisamment dérivable pour ce qu’on veut y faire avec. Parfois on dit réguliere pour dire C*°,
ce qui est introduit dans la définition suivante.

Définition 2.2.2. Une fonction f est dite C*(A) si f € C*(A) pour tout k > 0.
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2.3 Formule de Taylor et dévéloppements limités

On considere ici une fonction f suffisamment réguliere sur A et on donne des formules de
développement beaucoup plus fines de celles qu’on a donné avant. Il s’agit en général d’approcher
une fonction f par des fonctions polynomiales, en utilisant les valeurs de f et de ses dérivées
dans un point donné. Ce genre de développement est connu comme développement de Taylor.
On présente ici deux différentes formules, qui donnent le méme résultat (le méme polynome)
mais expression du reste est différente (et les hypothéses de régularité aussi). On donnera plus
tard une définition plus générale de qu’est-ce que c¢’est qu’un développement limité (ou DL, en
général il s’agit de remplacer une fonction par un nombre limité d’expressions plus faciles, des
monomes) et on verra que les dveloppements de Taylor sont des DL.

On commence par le premier, le développement de Taylor-Lagrange.

Théoréme 2.3.1. Soit f : A — R une fonction C™(A) qui admet dérivées n + 1—iéme en tout
point de A et xg un point a Uintérieur de A. Alors pour tout x € A il existe un point & entre xg
et x (c’est-a-dire £ €|xg, x| si xo < x ou & €|z, xo[ st x < x0) tel que

S F ) (o)

(@) = F@o)+ (@) (z—r0)+5 1" (z0) =g+ /) o) a=z0)"+ -

Démonstration. La démonstration qu’on va voir est un exemple de démonstration magique ou
I’on arrive a la theése en considérant des fonctions qui n’ont pas grande chose a voir et en leur
appliquant d’autres théoréemes, jusqu’a en obtenir une formule qui, apparamment par hasard,
est utilisable dans le cadre qui nous intéresse. Dans ce cas on considérera la fonction

(ZC _ t)nJrl

ot) = f(a) — £ = 3 T gy _ gl
N = K (n+1)! 7

ou A est une constante & choisir pour faire en sorte d’avoir ¢(z) = ¢(z) et appliquer le théoréme
de Rolle & ¢ sur l'intervalle [zg, x].

Remarquons d’abord que ¢(x) = 0 et ¢(zg) = R — A(x — 20)""/(n + 1), ot R est le reste du
développement de Taylor, c’est-a-dire

2 (z— x0)F
R= f(@)~ flao) — 3> TN 09 )
k=1 :

Notre but sera exactement de montrer R = f("+1)(¢£)(x — x0)"*!/(n 4 1)! pour un ¢ entre x et
Zo.

Supposons maintenant qu’on ait choisi A de fagon a avoir ¢(xg) = 0, c’est-a-dire

(.T} _ xo)”“

R=A—F"—.
(n+ 1)

(2.2)
On peut bien appliquer le théoréme de Rolle a la fonction ¢ car elle est continue et dérivable
partout a l'intérieur de l'intervalle [z, ] par conséquence du fait que f € C™(A) (donc toutes
les fonctions qui apparaissent dans la définition de ¢ sont continues) et que f(™ est dérivable
(et donc toutes les fonctions qui apparaissent sont dérivables aussi).

Si 'on calcule la dérivée de ¢ on trouve un effet téléscopique :

e S @=L (x—t)"
p(t) = —f(t)+ 1;1 N () 1;1 i / (t) + Ai(n)!
_ ((L‘ - t)n f(n—i—l)(t) + A(w(;)ls)n )

n!
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Le théoréme de Rolle nous dit qu’il existe un point £ dans I'intervalle entre xq et 2 avec ¢/(£) = 0.
Ceci implique, gréce & la formule pour ¢/, qu’on a f(*+1) (&) = A.

En remplaceant A par f(**1)(¢) dans (2.2), on trouve justement

($ _ I‘o)nJrl

R= f(n+1)(§)W,

ce qui était notre but. ]

Comme dans le cas des accroissements finis, on peut obtenir un autre développement, plus
puissant sous le point de vue hypotheses de régularité-dégré du développement, mais dont le
reste a une formulation moins explicite.

Théoréme 2.3.2. Soit f : A — R une fonction C" 1(A) qui admet une dérivée n—iéme au
point xg € A. Alors on a

£(&) = Fwo) + /@) (& = w0) + 3 " (o) (& — 70)* + -+ =1 /O @)z — w0)" + ol — w0)").

Démonstration. Dans cette démonstration on va par contre voir une autre technique de preuve
trés typique, et notamment celle de démonstration par récurrence. On remarque que si n = 1
le théoréeme dit seulement que toute fonction dérivable admet le développeent f(z) = f(xo) +
I (xo)(z — 20) + o(x — x¢). Ceci descend directement de la définition de dérivée. Or, supposons
le théoréme vrai pour un certain rang n et démontrons-le pour n + 1. Prenons f qui satisfait
les hypotheses de régularité du théoréme avec n + 1 : il est évident que alors f’ satisfait les
hypotheéses du théoréme avec n. Appliquons donc le résultat a f/ : on trouve

n ) (g
Fw =3 M@c ) 4 of(x — o). (2.3)

On écrit R(z) = f(z) — X r—o %(:p — x0)* et on remarque que (2.3) peut s’écrire sous la
forme
R'(z) = e(z)(z — 20)",

€ étant une fonction qui tend vers zéro lorsque x — x¢. Ceci signifie que pour tout 1 > 0 il existe
0 > 0 tel qu’on a
|R'(z)] < n|z — x0|™ pour tout x € (xg — &, 29 + 9).

L’enoncé du théoréme revient & montrer R(x) = o((z —x)" 1)

et on écrit

. Pour cela on remarque R(0) =0

[R(x)| = |R'(§)llx — wo| < nl¢ —wol"|z — zo| < nlx — o],

ou l'inégalité est valable si z € (xg — d, 29 + J), car dans ce cas la £ aussi appartient au méme
intervalle. Ceci montre exactement
R(z)

IIEEO 4(36 — 2oL =0,

et donc R(x) = o((x — x¢)" ). O

Observation 2.3.1. 1l faut remarquer que la formule de Taylor-Young devient beaucoup plus
facile a démontrer, et on peut la déduire de celle de Taylor-Lagrange, si on met I’hypothese
f € C"(A) (ce qui est deux fois plus restricitve : parce que I'on demande une dérivée n—iéme
partout, pas seulement en xg, et parce qu'on la veut continue).

En fait, il suffit d’écrire la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre n—1 et remarquer que ( f (n) &) —

F (@) (@ — z0)™ = o((x — z0)").
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Plus en général on appelle développement limité au point xy d’une fonction f a l'ordre n un
polynéme P de dégré n tel que f(x) = P(x) + o((z — x9)"™). Ce qu’on vient de montrer est que,
si la fonction f est O™ (C™~! avec dérivées n—iémes partout étant suffisant) alors il existe en
tout point un dévéloppement limité et les coefficients du développement sont calculés d’apres
les valeurs des dérivées au point xg. Il se peut que d’autres fonctions, qui ne sont pas assez
réguliéres, admettent quand méme ’existence d’un développement limité d’ordre supérieur a ce
que I'on aurait pu s’attendre.

En tout cas, si une fonction admet un dévéloppement limité, ce développement est unique parmi
les polynémes du méme dégré.

Théoréme 2.3.3. Soit f : A — R une fonction qui admet deux dévéloppements limités du méme
ordre n et au méme point xq, de la forme

f(z) =P(z)+ o((z — z0)") = Q(x) + o((x — x0)"),

avec deg P, deg Q) < n. Alors P = Q.

Démonstration. On déduit facilement du fait que P et @) sont des dévéloppements limités d’une
méme fonction f que

P(x) = Q(z) = o((z — z0)").

On sait bien que tout polynéme peut étre écrit en terme de puissances de x — zg a la place
des puissances de z (il suffit de vérifier que 1, x — zq, (z — z0)?%, ..., (z — 2)" forment une
base de 'espace des polynomes de dégré inférieur ou égale a n, ou de démontrer ce résultat par
récurrence sur n). Donc P — @ peut s’écrire sous la forme

P(z) — Q(z) = A(x — x0)* + Z Ai(x — x0)",
i=k+1

pour un coefficient A # 0 (en choisissant pour k le premier dégré avec coefficient non nul dans
cette déomposition : si ce dégré n’existe pas c’est par ce que P — (@) est le polynéme nul, et dans
ce cas la on a obtenu P = @). Donc on a

G 20)* + Yiipq1 Ai(z — 20)’
=70 (x — zo)"

=0.

Pourtant, dans cette limite, la seule partie qui compte est

. Az — x0)F
lim ———,
T—x0 (x — (L-O)"

ce qui donne comme résultat soit +oo si k < n soit A si k = n. Comme cette limite ne donne
jamais zéro, on a une contradiction et donc P = Q. ]

Ce résultat d’unicité des DL a plusieurs conséquences. Une premieére conséquence que l'on voit
concerne les fonctions paires et impaires.

Proposition 2.3.4. Soit A =] — a,a[ un ouvert symétrique de R qui inclut 0. Supposons que
f A — R soit paire (c’est-a-dire f(x) = f(—x) pour tout x € A). Alors tout développement
limité de f en zéro est paire aussi (et donc toute puissance d’exposant impaire a coefficient nul).
Si par contre on suppose que f soit impaire (c’est-a-dire f(x) = —f(—x) pour tout z € A) on
peut dire alors que ses développements sont impaires aussi.

19



Démonstration. Soit P un polynéme de dégré n tel que f(x) = P(x) 4+ o(z™) et f paire. On a
donc
f(x) = f(=z) = P(=z) + o((=z)") = P(—x) + o(2").

Le polynéme x +— P(—x) est donc un autre DL du méme ordre de f autour de zéro. Par
conséquent P(z) = P(—x) et donc P est paire.

Si f est impaire on obtient

f(x) = =f(=2) = =P(=z) = o((=2)") = =P(=x) + o(z"),

2.4 Exemples et applications

On va se rendre compte que l'unicité du DL est a la base de toute méthode de calcul du DL
différente de la simple dérivation itérée. On en donnera tout de suite un exemple, mais cet
exemple sera précedé par quelques définitions concernant 1’équivalence et la négligeabilité des
fonctions tendant vers zéro.

Définition 2.4.1. Soient f, g : A — R deux fonctions définies au voisinage du point zg € A et

telles que
lim f(x)= lim g(z) =0,

T—T0 T—T0

on dit alors que f et g sont équivalentes si

m £ _
a:lgglo @) l e R\ {0},

et on dit que f est negligeable devant g si

lim @ZZGR\{O}.

Si f est équivalente & g on écrit f(x) = O(g(x)) et si f est négligeable devant a g on écrit
f(z) = o(f(x)). La relation d’équivalence étant une relation d’équivalence, elle est symétrique

et donc f(z) = O(g(x)) équivaut a g(z) = O(f(z)).

Observation 2.4.1. On dit parfois que deux fonctions sont équivalentes en utilisant une définition
beaucoup plus stricte, c’est-a-dire que la limite fasse 1 a la place de n’importe quel nombre fini
et non nul. Aussi, on a parfois envie d’étendre note définition au cas ou la limite n’existe pas :
dans ce cas la on dit que les deux fonctions sont équivalentes si le quotient est localement borné
entre deux constantes ¢ et C avec 0 < ¢ < C < 400 (ou 0> ¢ > C > —o0).

Non seulement, souvent par abus de notation on dit f(x) = O(g(z)) pour dire “f est au pire
de 'ordre de g7, c’est-a-dire “soit f(x) = O(g(x)), soit f(z) = o(g(z))”. C’est un peu comme
quand on dit “dénombrable” pour dire “soit dénombrable soit fini”.

On connait bien par exemple les limites suivantes, qu’on peut démontrer par voie de considéra-
tions géometriques et de manipulations algébriques :
sinx 1l—cosz 1

lim =1 ; lim—F— =—
=0 x T 250 2 2’

ce qui nous donne les équivalences entre sinz et z et entre 1 — cosx et #2 au voisinage de 0.
Ce qui nous intéresse en vue des DL est le suivant :

Observation 2.4.2. Si f et g sont équivalentes au voisinage d’un certain point zg, les écritures
o(f(x)) et o(g(z)) (eu voisinage du méme point xg) coincident.
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2.4.1 Calculs de DL et de limites

En utilisant tout ¢a, on peut voir les exemples suivants.

Ezemple 2.4.1. Considérons la fonction
f(x) = sin(2sin(z/2))

et cherchons-en le DL jusqu’a 'ordre 4 en 0. On commence par le sinus & ’exterieur et on se
souvient du DL siny = y — 33/3 4+ o(y*). On va choisir aprés y = 2sin(x/2). Pourquoi ? pour
réaliser la situation de la fonction qu’on veut développer. Pourquoi a-t on pris le DL du sinus
jusqu’a 'ordre 47 car le y qu’on va utiliser sera équivalent a x et donc si I’on cherche un reste
o(z*) on veut un reste du genre o(y*). On a donc

sin(2sin(z/2)) = 2sin(z/2) — % (2sin(z/2))* + o((2sin(z/2))%).

On peut remplacer o((2sin(z/2))%) par o(x?) et les expressions avant par leurs DL. Celui de
2sin(z/2) est facile, mais pour le développement de son cube il y a plusieurs manieres de procé-
der. On pourrait développer le sinus jusqu’a ’ordre 4 et puis en prendre le cube. Ceci va marcher
stirement : il est toujours suffisant de développer les fonctions qu’on a au dedans jusqu’au méme
ordre qu’on souhaite réaliser pour la fonction composée. Pourtant, on peut faire mieux. Dans
I’expression

(2sin(z/2))* = (2sin(x/2)) - (2sin(z/2)) - (2sin(x/2)) = (z+o(x?)) - (x + o(z?)) - (2 + o(z?))

on a un produit avec un terme z3 et d’autres termes qui ont au moins deux fois x et une fois o(x?).
Comme z -z - o(2?) = o(x?), tous ces termes peuvent étre negligés dans notre développement et
mis ensemble au o(z*) & la fin. On a donc

2\ 3
f(x) =sin(2sin(x/2)) = = — % (2) +o(z*)— -z +o(zt) =z — %m?’ + o(z*).

Ezemple 2.4.2. Considérons la fonction
f(z) =In(cosz 4 %)
et cherchons-en le DL jusqu’a 'ordre 5 en 0. On écrit ¢ca comme
f(z) =In(1+ (cosz + 2> — 1)) =In(1 4+ 9) avecy = g(z) = cosz + z° — 1.

Comme ¢a on a une fonction g telle que g(0) = 0 et on la compose avec la fonction In(1 + y),
dont on connailt bien le développement, et notamment on a

Y 2 T 3 ? 3
In(l+y)=y—F +oly) =y~ 5 + T +oy’) =y~ 5 +0(y").
On utilisera la derniére version. Pourquoi s’arrét-on au reste O(y®) ? Car c’est la fonction g qui
sera de l'ordre de 22, et précisément

2 4
9la) = =5 +a° + T2+ ofa”).
On a donc g(z) = O(2?) (pour calculer la puissance dont une fonction donnée est grand O il
suffit de trouver le développement de Taylor et apres regarder le premier terme non nul). Or, si
y = g(x) = O(z?), on a O(y®) = O(25) = o(z®). Il suffit donc de s’arréter & ce développement la
dans le logarithme. Evidemment pour choisir 'ordre ot s’arréter dans la fonction & lextérieur
il faut regarder ’ordre d’équivalence de la fonction a I'intérieur de la composition. En général il
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est quand méme toujours suffisant développer la fonction a ’extérieur aussi jusqu’a 1’ordre final
souhaité (dans ce cas, 5), mais parfois on peut économiser des calculs. Pareil pour la fonction a
I'intérieur : il est toujours suffisant d’arriver jusqu’a ’ordre souhaité, mais parfois on peut faire
mieux. Notamment, si dans le développement de la fonction a l'extérieur il y a une partie y
(comme dans ce 1a), on y peut rien faire : on est forcé a développer jusqu’au but car de toute
fagon on devra copier le développement de y = g(x) dans le résultat final. Si par contre on
commence par y> et on est dans le cas g(0) = 0 (donc g commence par z) on se retrouvera
toujours & calculer des termes au moins g?(x) avec g qui commence par z : chaque terme de g
sera. multiplié dans le carré par x au moins et on peut donc s’arréter un ordre avant. C’est un
peu ce qu’on va voir pour calculer ¢g%(z) et son développement dans ce cas-ci. On a

2 ? 3 at 5 ’
g(x)=<—2+x +ﬂ+0($ )) .

On commence a multiplier chaque terme fois tous les autres mais on néglige tout terme qui

dépasse l'ordre 5 (par exemple 22 fois 3 ou z* fois 22 ou les petits o). On obtient
4
x
Pla) =T 2+ ola?)

et on s’apercoit aussi que les termes en z* et o(z®) n’ont joué aucun réle (car, en étant obligé
de les multiplier toujours fois #? au moins, on dépassait siirement I'ordre 5). Plus en général,
si je dois calculer le DL & l'ordre n d’un produit du genre gi(z)g2(z) avec gi(z) = O(z¥) et
g2(z) = O(z") on peut se contenter de développer g; jusqu’a I'ordre n — h (car on multipliera
toujours fois " au moins) et go jusqu’a n — k (car on multipliera toujours fois ¥ au moins).
Quand on met tout ¢a ensemble on obtient

2 4 1 {2 2 4 .5
f(z) = In(cos z42?) = —%+x3+§—4+0(:55)—§ % — 2% +o(x%) | = —%+x3—%+%+0(:c5).

Un autre exemple intéressant est le suivant.

Ezemple 2.4.3. Considérons la fonction
f(xz) =tanx

et cherchons-en le DL jusqu’a 'ordre 3 en 0. Mais on veut le trouver rapidement, et sans regarder
les tableaux de dévéloppements connus. Cependant, on admet de connaitre les dévéloppements
du sinus et du cosinus, qui sont plus simples a s’en souvenir. Non seulement, on admet ’existence
du DL & P'ordre 3 de la tangente, car on sait qu’elle est une fonction C*°(] — 7 /2, 7/2]).

On écrit donc tanxcosx = sinx. On suppose tanx = A + Bx + Cz? + Dz3 + o(2?). Ecrire
les trois développements a 'ordre 3 donnera quatre équations qui permettront de déduire les
valeurs des snstantes inconnus A, B, C et D. Cependant, faut pas exagérer : on sait bien que
A vaut 0 car le premier terme du DL en un point z( est toujours la valeur f(z¢) et dans ce cas
la on tan0 = 0. En plus, on connait la valeur de B aussi, car le coefficient du terme linéaire
coincide toujours avec f’(xg). Ceci peut étre vu en écrivant le développement (2.1) et en utilisant
I'unicité du DL. Et comme on sait calculer la dérivée de la tangente en 0 est elle vaut 1, on a

(m + Cz* 4 D3 + o(:v3)) <1 - %xQ + o(x?’)) =x— ém?) + o(z?).

En développant les produits (et en négligeant les termes en o(z3)) on trouve

1 1
x4+ C2® + Da® — §x3 +o(z®) =z — 63:3 + o(z?).
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Ceci signifie que la méme fonction, le sinus, admet deux développements limités en 0, et donc
ils coincident. Ceci implique C' =0 et D —1/2 = —1/6, ce qui donne C' = 1/3. On a donc
1
tanz = 2 — —° + o(z?).

3

On peut voir ce qu’il se passe avec les fonctions réciproques.

Ezemple 2.4.4. Cherchons les DL jusqu’a lordre 3 des fonctions f(z) = arcsinz et g(z) =
arctanx. On sait sin(arcsinz) = z. Prenons les DL limités a l'ordre 3 de toute expression.
Evidemment on ne connait pas encore celui de Darcsinus, mais on peut savoir qu’il est de la
forme z 4+ Ax® + o(23). Ceci on le sait car la fonction arcsinus vaut zéro en zéro, sa dérivée vaut
1, et il s’agit d’une fonction impaire (donc il n’y a pas de partie de dégré 2). On a donc

1
arcsin x — g(arcsin z)? + o((arcsinz)?) = =

z+ Az’ + o(2®) — % (:E + Az® + 0(903))3 + of (arcsin )?) = z.

Gréce au fait que arcsin x est équivalent & x au voisinage de 0 (ce qui est une conséquence du
fait que la fonction vaut zéro en zéro mais sa dérivée non), on peut remplacer le o((arcsin z)3)
par o(x3). En plus, en développant et en négligeant les termes d’ordre trop élevé, on obtient

1
z+ Axd — 6:53 + o(z?) = =,
d’ou l'on tire A = 1/6.
De maniere toute a fait équivalente on suppose arctan z = z+Bx>+o(z3) et on trouve B = —1/3.
On applique tout ¢a au calcul d’une limite.
Ezxemple 2.4.5. On veut calculer la limite

tanx — arctanx

lim — - .
z—0 sinz — arcsin x
On remarque que dénominateur et numérateur, les deux, valent 0 et qu’on a donc une condition
d’indétermination 0/0. Ceci correspond & faire un développement a l'ordre 0, c’est-a-dire a ne
regarder que les valeurs des fonctions, mais nous on peut faire mieux. On regarde le développe-
ment & 'ordre 1 et la aussi on voit que, comme toutes les fonctions tan x, arctan x, sin x, arcsin x
sont de la forme x + o(x), on tombe encore sur une expression qui ne nous aide pas. On a en
effet
_o(z)
lim —=,
20 o(x)
ce qu’on n’est pas capables de traiter car en ce qui concerne o(x) on sait seulement lim,_,o o(x)/x =
0 mais on ne sait pas diviser un o(x) par un autre. Il faut donc continuer avec les développements
jusqu’a un résultat meilleur. On le trouve a l'ordre 3, ou 'on a

3
tanx —arctanz  x — %x3 +o(x?) —x — %xi’* + o(x?) B _%xf’) + o(z?) B _% + 0(;63)
sinx — arcsinx T — %333 +o(x3) —x — %333 + o(z3) _%x:ﬂ + o(z3) _% 4 o(zz;’) )

Maintenant on peut calculer les limites des nouveaux dénominateur et numérateur séparément

et on obtient
. tanzxz — arctanx
lim — - = 2.
z—0 sinx — arcsinx

En général on développe séparément dénominateur et numérateur jusqu’au premier ordre qui
ne donne pas un résultat banal (ici, 'ordre 3). Aprés on regarde les exposants qu’on a obtenus :
par exemple

5 5 14 o@)
lim 73:3 + 0(:1:3) = lim z270é53) =0,
a—0 23 + o(x3) -0 1 + 2z
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alors que, avec la méme méthode (toujours diviser par la puissance qui apparait dans chaque
terme de la fraction) on a
23 + o(z?) 73 + o(x3)

lim ————= = ;o lim ——= = 4o0;
250 75 4 o(z9) oo M A + o(z*) >

Az" 4+ o(z™) A
im ——————~ = —.
z—0 Bx" + o(z™) B

2.4.2 Minima, maxima et DL

Les calculs des limites ne sont pas les seules applications possibles et intéressantes des DL. Les
développements limités sont aussi tres importants en vue de la détection des points des minima
et maxima locaux. On a en fait le théoréme suivant, qu’on donne dans le cas d’une fonction C.

Théoréme 2.4.1. Soit f :]a,b[— R une fonction C*(]a,b[) et xo €]a,b]. Soit n = min{k > 1:
f#) (z0) # 0Y. alors :

— si n est impaire xo n'est ni un minimum local ni un mazximum local ;

- st n est paire et f(”) (xo) > 0 alors xg est un point de minimum local ;

~ sin est paire et f) (z0) < 0 alors xy est un point de maximum local.

Démonstration. Grace au développement de Taylor on a

f(”)(xo)

n!

f(@) = flzo) + (= 20)" + o((x — x0)")

et donc

() (g ol(z — )
f(w)—f(wo)—(x—xo)n<f (x0) , of(x — ) ))_

n! (x — o)™

Le signe a droite est donné par le signe de (z —z()" fois le signe de la parenthése, qui ne dépende
localement que du signe de £ (), car f (o) # 0 et limy_,4, o((z — z0)")/(z — 20)" = 0.

Dans le cas n impair le signe du premier facteur varie selon la position de x par rapport a xg
alors que lautre ne varie pas. Par conséquent, au voisinage de xg, la quantité f(x) — f(xg) est
d’un c6té positive et de 'autre négative, ce qui implique que xg ne peut étre ni un point de
minimum local (car dans ce cas la on aurait eu f(x) — f(zg) > 0), ni de maximum local (car on
aurait eu f(x) — f(xo) <0).

Dans le cas n pair, par contre, le premier facteur est e tout cas positif. Ceci implique que
f(x) — f(xo) a le méme signe de la parenthése, et donc on a un minimum (f(z) — f(z¢) > 0)
dans le cas £ () > 0 et un maximum (f(z) — f(x0) < 0) dans le cas ™ (z) < 0. O

Dans ce théoréme on n’a pas supposé {k > 1 : f®)(zg) # 0} # 0 simplement car 1’énoncé
méme du théoreme portait sur n, son minimum : si cet ensemble est vide alors n n’existe pas et
donc il n’y a rien a démontrer. Il y a aussi un vice-versa un peu plus faible. cette version porte
directement sur zg et déduit quelque chose sur n, et c¢’est pour ¢a qu’on suppose, pour clarifier,
que n existe (c’est -a-dire que ’ensemble dont on prend le minimum soit non vide).

Théoréme 2.4.2. Soit f :]a,b[— R une fonction C*(]a,b[) et z¢ €]a,b]. Supposons {k > 1 :
FE) (z0) # 0V # 0 et soit n =min{k >1: f®)(xq) # 0}. Alors :

— st xg est un point de minimum local alors n est paire xg et f(") (xg) > 0;

— st xg est un point de mazximum local alors n est paire xq et f(”)(azo) < 0.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le théoréme de tout a I’heure pour en déduire qu’il n’est pas
possible que n soit impaire, ni que n soit paire mais que la dérivée ait le mauvais signe : dans ce
cas la on aurait un point qui est au méme temps maximum local et minimum local, mais cela
implique que la fonction est localement constante, c’est & dire que toute dérivée s’annule en xg.
Et cela est en contradiction avec les hypotheses. O
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Ces théorémes correspondent un peu a ce qu’on a dans le cas de la dérivée premiére (si un point
est un extremum local alors la dérivée vaut zéro, et cela peut s’étendre a toute dérivée d’ordre
impair, dans un certain sens) et aux théorémes bien connus sur la dérivée seconde (si elle est
strictement positive le point réalise un minimum local, si le point réalise un minimum locale
alors elle est > 0 : ici 'inégalité est stricte mail reste quand méme la possibilité que les dérivées
s’annule toutes, ce qui correspond au cas d’égalité).

Or, dans notre intuition on ne connait pas trop de fonctions qui ont toutes les dérivées nulles
en un point donné et qui ne sont pas la fonction nulle. Par exemple on sait que cela ne peut
pas étre vrai pour un polynoéme, car un polyndéme coincide avec son développement de Taylor
(c’est-a-~dire le DL d’ordre n d’un polynoéme d’ordre n a reste nul, et cela peut étre vérifié en
utilisant 'unicité du DL). Pourtant, il y a I’exemple suivant.

Ezemple 2.4.6. Considérons la fonction

0 siz <0
€T pry
/(@) {el/‘” six > 0.

Cette fonction est une fonction C*°(R) et f¥)(0) = 0 pour tout k € N.

Pour s’en rendre compte, on commence par voir que lim, .o+ f(z) = 0 car 1/x — +00 et donc
e~1/r 5 7% = (). Ceci montre la continuité. Pour les dérivées, il suffit de calculer la dérivée &

droite et on a
, efl/z efl/x
T) = et lim =0
f( ) x2 0+  x2 ’

car cette derniére limite est une forme indéterminée 0/0 mais le zéro du numérateur 'emporte
sur celui du dénominateur grice a son comportement exponentiel.

Plus en général, on peut montrer que la dérivée k—ieme de f est de la forme

P@) 1/
Q(x)

pour des polynémes P et @) (ceci peut étre montré par récurrence). Par conséquent, on a toujours

lim f®)(z) =0
Jim f5(z) =0,

fO() =

ce qui montre au méme temps que la fonction est C* (car de I'autre coté toute dérivée est nulle,
la fonction étant constante) et que f*)(0) = 0.

2.5 Fonctions convexes

On introduit dans cette section les fonctions convexes et on réliera ce concept a la forme de leur
dévéloppement de Taylor, dans le cas de fonctions convexes régulieres (disons, C2).

Définition 2.5.1. Une fonction f: A — R est dite convexe si elle satifait 1'inégalité

(=t +ty) <(1—t)f(z)+tf(y) pourtout z,ye€ A, te[0,1].

Géometriquement cela signifie que le graphe de la fonction f entre les valeurs x et y des abscisses
est toujours au dessous de celui du segment qui rélie les points (z, f(z)) et (y, f(y)). Sinon, on
peut voir le point (1 — t)x + ty comme une moyenne (pondérée avec des poids différents, mais
il s’agit de la moyenne usuelle si ¢ = 1/2) entre = et y et le définition s’enconce comme “une
fonction convexe est une fonction f telle que f de la moyenne est inférieure ou égale a la moyenne

des f”.

Une propriété importante des fonctions convexes est la suivante, qui dit que les taux d’accrois-
sements sont croissants.
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Proposition 2.5.1. Soit f : A — R une fonction convezre et x1 < xo < T3 trois points de
Uintervalle A. On a alors l'inégalité

f(z2) — f(x1) < f(zs3) — f(x2)

To — I - xr3 — X2

De méme, on a
flaz) = flw1) _ flzs) = fla1) _ flzs) = flz2)

To — X1 - xr3 — I - xr3 — T2

Démonstration. Considérons d’abord le point x5 qui est au milieu entre z1 et x3. Soit a = 9 —x1
et b = x3 — x9. On peut vérifier qu'on a

b 4 a
T X
at+b P arp?

9 =

et, en prénant t = a/(a+b) (ce qui donne 1 —¢ = b/(a+b)) dans la définition de convexité, on a

f(w2) £ o) + 5 o),

a+b
d’ou
b
a+b

(21) < —— f(x3)

flw2) a+b

- - (@)
a+b atb’

Cette inégalité donne
flas) = f@) _ flzs) — flao)

To — X1 - xr3 — T2

Cela nous dit que le taux d’accroissement entre x1 et x9 est inférieur a celui entre zo et x3.

On note maintenant §; ; le taux d’accroissement (f(z;) — f(x;))/(z; — x;) : on a stirment

f(x3) — f(x1) = adi2 + bda 3,

d’ou b
a
013 = 012+ ——023.
L3 = pote Ty 023
De cela, comme on sait déja 012 < 023, on tire 012 < 013 < 023 (car la moyenne entre J; 2 et
d2,3 qu’'on a est forcement inclue entre le plus petiti des deux taux et le plus grand). ]

La chose se peut généraliser a tout couple d’intervalles “I’'un plus a droite que 'autre”.

Proposition 2.5.2. Soit f : A — R une fonction convezxe et [x1,x2] et [x3, 4] deux intervalles
inclus dans A, avec x1 < x9 et x3 < x4.0n a alors l'inégalité

f(x2) — f(z1) < f(z4) — f(x3)

To — X1 - T4 — T3

Démonstration. Si z1 = r3 ou 9 = x4 on se retrouve dans le cas de toute a I’heure, c’est-a-dire
celui ou les deux intervalles ont le méme point de départ ou le méme point d’arrivée (deuxieme
partie de la Proposition 2.5.1) et la these est prouvée. Si 21 < x3 et x9 < x4 il y a encore trois
cas : soit xo < x3, et alors les deux intervalles sont complétement 'un a droite de 'autre, soit
x3 < x9, et alors ils se superposent, soit xo = x3 et ils se touchent. Ce dernier cas est réglé
encore par la Proposition 2.5.1 (premiére partie) appliquée qui nous donne 'inégalité pour deux
intervalles consecutifs. Dans le premier cas par contre on a, en appliquant plusieurs fois la méme
proposition, 012 < d23 < 03 4, qui nous donne 612 < 63 4.

Le seul cas qui reste est celui de superposition : dans ce cas on dit 412 < d32 < d34 par
application successive de la deuxiéme partie de la Proposition 2.5.1. O
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Cela a plusieurs conséquences

Proposition 2.5.3. Une fonction convexe f : [a,b] — R admet toujours une dérivée droite et
une dérivée gauche en tout point xqy €la,b|.

Démonstration. La dérivée droite de f au point xg est définie comme étant

i @) = flao)

)
:I:—):(;ar T — X

mais on vient de montrer que cette quantité dont on prend la limite est monotone. Par conséquent
sa limite existe, et elle finie car tout taux d’acroissement en zy est borné par

_ f(xo) — f(a) <f($)—f($o) <f(b)—f(90o)'

To—a - T — Zo - b— xo

Donc la fonction admet une dérivée a droite et la dérivée a gauche peut étre traitée de la méme
maniere. O

Proposition 2.5.4. Une fonction convexe f : [a,b] — R est toujours localment Lipschitzienne
sur la,b] (c’est-a-dire : pour tout sous-intervalle fermé [c,d] Cla,b[ il existe une constante de
Lipschitz valable sur cet intervalle; cependant, cette constante dépende de l'intervalle [c,d] est
il se pourrait que sa valuer explose dés que ¢ approche a ou d approche b). En particulier, f est
continue sur |a,bl.

Démonstration. Grace a la Proposition 2.5.1, dés que z,y € [c,d], on sait

J@) = f@) _ f@) = 1) _ f@d) - [0

c—a - T —y - d—2>
Ceci implique
LGRS CINTGES (IRHUE O
|z =y e —a |d = 0]
et le max a droite est justement une constante de Lipschitz sur I'intervalle [c, d]. O

Proposition 2.5.5. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable sur]a,b[ : les deuz faits suivants
sont équivalents :

— f! est croissante;

— f est conveze.

Soit f € C?%([a,b]) : les deux faits suivants sont équivalents :

- [">0;

— f est conveze.

Démonstration. Montrons que f’ croissante entraine la convexité. Soient xg, z1 € [a,b] et t €
[0, 1] : on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a f entre xg et x4 := (1 —t)xg+tx1
et entre (1 — t)xg + tx1 et x1. On trouve, pour des points § € [zg, x| et n € [z, 21],

f(xe) = fzo) +t(z1 —x0) f'(§), et flx1) = f(xe) + (1 —1t)(x1 —x0)f (1)
= f(zo) +t(x1 — x0) f' (&) + (1 = t) (w1 — wo) f'(n).

Pour vérifier la convexité il suffit donc de vérifier si I'inégalité

fxo) + (w1 — 20) f'(§) < (L= 1) f(w0) + tf(wo) + tlt(w1 — x0) (&) + (1 — ) (21 — @0) f' ()]

est vérifiée. Cette inégalité équivaut a
f1€) <tf'(&) + A —t)f (),
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ce qui est vrai grace a f'(£) < f'(n).
Pour montrer 'autre implication il suffit de remarquer que la convexité, grace a la Proposition

2.5.1, implique que la dérivée, si jamais elle existe, est croissante.

La proposition concernant les fonctions C? est démontrable rapidement deés que 1’on s’apercoit
que la condition f” > 0 est équivalente f’ croissante. O

Pour une fonction convexe C? il est intéressant de regarder son développement limité & I’ordre
2. Pour tout = et xg, en effet, on a

f(@) = f(wo) + f'(z0) (= — z0) + () (z — o),

pour un point £ entre x et xg. Or, f étant convexe, la valeur f”(£) est stirement positive, quoi
que ce soit £, et on a donc

f@) > f(@o) + f'(wo)(x — x0).

Ceci signifie que la fonction est toujours en dessus de ses tangentes. En particulier si un point zg
a dérivée nulle alors il est forcement un point de minimum, car f’(x¢) = 0 nous permettrait de
dire f(x) > f(x0). Ceci a 'importante conséquence que pour une fonction convexe étre un point
de minimum et étre un point ou la dérivée s’annule sont des fait équivalents. On peut préciser
cela méme dans le cas de fonctions convexes non C2.

On a besoin d’abord du lemme suivant.
Lemme 2.5.6. Si f : [a,b] — R est une fonction conveze dérivable au point xo €|a,b| alors elle
satisfait l’inégalité
fx) = f(zo) + f'(xo)(z — 20)
pour tout x € [a, b].
Démonstration. 11 faut demontrer cette inégalité sans passer par le développement & 'ordre 2

(car f n’admet pas forcement un développement de ce genre). Considérons un point x > 1z et
une valeur positive h telle que o + h < x. On a alors, grace aux taux d’accroissements qui sont

croissants,
fo+h) ~ flwo) _ f(@) ~ f(xo)
h - T — To

En passant a la limite pour A — 0 on trouve

f(@) = f(z0)

Tr — X

f'(@o) <
et, comme x — zg > 0, on trouve enfin

f(x) = f(zo) + f'(xo) (2 — o).

Ceci est vrai pour x > xg. Pour x < zg on peut prendre une valeur négative h > x — xg et
regarder les taux d’accroissements sur [z, x| et [xg + h, x| en obtenant

flzo +h) = flwo)  f(@) — f(@o)

h - T — To
En passant a la limite on trouve
o @)~ f)
Filwo) =2 = — o

qui cette fois donne encore f(x) > f(xo) + f'(zo)(x — z9) car z — xo < 0.

L’inégalité est donc demontrée pour tout = (le cas x = ¢ est trivial). O
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Observation 2.5.1. On peut voir de la preuve que, si f n’est pas dérivable en xg, on peut quand
méme obtenir quelque chose avec les dérivées droites et gauches. En particulier on a facilement

f(x) > f(xo)+fi(wo)(x—m:0) pour tout z > g et f(x) > f(a;o)—i—fé(xo)(:r—xo) pour tout z < xo.

De plus, si l'on utilise fg > fg, on voit que f(xz) > f(xo) + fi(x0)(z — x0) entraine f(x) >
f(x0) + fo(w0)(x — 20) pour > zg et que donc 'inégalité avec la dérivée gauche est toujours
vraie. Pareillement, celle avec f/; s’étend aux z > xg.

Pour ceux qui doutent que la dérivée gauche d’une fonction convexe est toujours inférieure ou
égale a la dérivée droite : prenez h > 0 et comparez les taux d’accroissement sur [z — h, 2] et
[0, 2o + h] : on obtient, grace a la monotonie de ces taux

f(xo —h) — f(z0) < f(zo +h) — f(x0)
—h - h

Passer a la limite pourh — 0 donne f;(wo) < fj(z0)!

Observation 2.5.2. Une autre rémarque intéressante est la suivante : si f est dérivable en zg
(qui doit étre un point a lintérieur de 'intervalle) et f admet une inégalité du type f(z) >
f(zo) + A(x — x¢) alors, forcement, A = f'(x(). Ceci se voit en divisant 'inégalité par x — xg :

pour x > xg on a
fl@) = flao)
T — X0
et, & la limite, f'(z9) > A, et, pour x < xo on a I'inégalité opposée. Si f n’était pas dérivable en
zo on aurait eu A € [fy(zo), f3(z0)]-

Proposition 2.5.7. Soit f : A — R une fonction convexe dérivable en tout point de A. Si
xo € A est un point tel que f'(xg) =0 alors xo est un point de minimum.

Par conséquent, pour tout point xo & Uintérieur de A la condition f'(xo) = 0 est équivalente
la condition f(xo) = min{f(z):x € A}.

Démonstration. Que f’(x¢) = 0 implique la minimalité de x( est une conséquence de I'inégalité
du Lemme 2.5.6, qui dans le cas f/'(zg) = 0 donne f(x) > f(zg). L’équivalence enoncée dans la
deuxiéme partie du théoreme est une conséquence immédiate de ce que I'on vient de montrer et
du Théoreme 1.2.1 O

On résume ici plusieurs résultats concernant I’optimisation des fonctions convexes.

Théoréme 2.5.8. Les propositions suivantes sont vraies :

1. Une fonction conveze f : [a,b] — R est continue en tout point de la,b| et discontinue
peut-étre en a et b;

2. une fonction conveze f : [a,b] — R admet toujours un mazximum et le maximum est réalisé
sur {a,b} ;

3. une fonction convere f : R — R n’admet pas de maximum sauf dans le cas d’une fonction
constante ;

4. une fonction conveze f : [a,b] — R pourrait ne pas admettre de minimum mais si elle est
la restriction d’une fonction convexe définie sur un intervalle [c,d] avec ¢ < a et d > b
(c’est-a-dire si il existe g : [c,d] — R conveze avec g(x) = f(x) pour tout x € [a,b]) alors
elle admet certainement un mimimum sur [a,b] ;

5. si f: R — R est une fonction convexe alors soit elle est strictement monotone et dans ce
cas la elle n’admet pas de minimum, soit elle ’est pas et alors elle admet un minimum ;
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6. les points de minimum d’une fonction convezxe f forment toujours un intervalle et sont
caracterisés, dans le cas d’une fonction f dérivable, sauf si il s’agit de points de bord, par
la condition f' =0

Démonstration. 1. On sait qu’une fonction convexe est localement Lipschitzienne sur |a, b] et
donc continue en tout point intérieur. En ce qui concerne les points de bord, on pourrait
démontrer que les sauts sont “seulement vers le haut”, mais on ne va pas rentrer dans ces
détails. On va se contenter de dire qu’elle peut avoir des discontinuité qu’aux bornes.

2. Comme la fonction est discontinue, on ne peut pas utiliser le Théoreme de Weierstrass
pour démontrer 'existence du maximum. On va donc procéder de la maniére suivante :
soit M = max{f(a), f(b)}. Considérons un point intérieur, qui peut donc s’exprimer sous
la forme z = (1 — t)a + tb pour ¢ €]0,1[. On a alors

flz) < (1 =1)f(a) +1f(b) < (1 = t)M +tM = M,

ce qui implique que pour tout = € [a,b] f((x) < M. Le point (a ou b) réalisant cette valeur
est donc un point de maximum global. De plus, il serait possible de montrer la proposition
suivante : si une fonction convexe admet maximum & l'intérieur, alors elle est constante.

3. Supposons qu’une fonction convexe sur R admette maximum M au point xg et soient a
et b deux points tels que a < xg < b. Avec la méme inégalité de tout a I’heure on trouve
M = f(xg) = f(a) = f(b). Les points a et b étant arbitraire, on a prouvé que f vaut M
partout, et elle est donc constante.

f(x):{w siz>0

4. La fonction f donnée par

1 six=0

est convexe et n’admet pas de minimum sur Uintervalle [0, 1] mais elle ne peut pas étre
étendue a une fonction convexe avant 0. Par contre, toute fonction convexe sur [c,d] est
forcement Lipschitzienne sur [a, b] et on y peut donc appliquer le Théoréme de Weierstrass
standard pour prouver 'existence du minimum.

5. Considérons une fonction convexe f : R — R qui n’est as strictement monotone. Cela
signifie soit qu’elle est monoton mais non strictement, soit qu’elle n’est pas monotone.
Dans le premier cas on a une valeur m et deux points a < b tels que f(a) = f(b) = m.
Considérons un point ¢ €la, b[ et un point > b : on a, grace a la convexité,

—b b— —b b—
b= i_ CT _i:c, (o) = i - cf(c) t _if(x),
ce qui montre
fl@) 2 5= (@(f(b) = f(€)) +bf(c) = cf(b)). (2.4)
Pareillement, de l'autre c6té, pour x < a, on a
1
fl@) 2 ———(a(f(c) = fla)) +cf(a) —af(c)). (2.5)

Or, si il existe un point ¢ €]a, b[ avec f(c) < m, les inégalités (2.4) et (2.4) nous disent que
lim, 1o f(z) = 400 et on peut donc appliquer le Théoréme 1.1.5. Si par contre pour tout
¢ €la,b[ on a f(c) = m (on ne peut pas avoir f(c > m car sinon on violerait la convexité
entre a et b), alors les mémes inégalités nous montrent f(x) > m pour tout = ¢]a, b|, ce
qui implique que m est le minimum.

On considére maintenant le cas d’une fonction qui n’est pas monotone, et cela signifie qu’il
existe trois points a < ¢ < b tels que f(a) > f(c) mais f(c) < f(b). On ne peut pas avoir
lordre inverse pour violer la monotonie (c’est-a-dire f(a) < f(c) et f(c) > f(b)) car cela
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n’est pas compatible avec la convexité. On peut donc utiliser les mémes inégalités (2.4) et
(2.4) pour conclure que limg;_, 1o f(z) = 400 et qu’on peut donc appliquer le Théoréme
1.1.5.

6. Il suffit de se rendre compte que pour tout m lensemble A,, = {z : f(x) < m} est
toujours un intervalle, car si z et x1 lui appartiennent et x; = (1 —t)xg+ tx1 est un point
intermédiaire alors f(x:) < (1—1t)f(xo) +tf(x1) < (1 —t)m~+tm = m. Sil'on applique ¢a
a la valeur m du minimum, comme ’ensemble des points de minimum coincide dans ce cas
avec A, on a la preuve de I’enoncé. L’autre moitié est une conséquence de la Proposition

2.5.7.
O

2.5.1 Fonction convexes et concaves et leurs applications

On conclut la section avec des remarques sur les applications des fonctions convexes et de leurs
opposées, les fonctions concaves.

Définition 2.5.2. Une fonction f: A — R est dite concave si —f est convexe.

Les fonctions convexes et, plus souvent, les fonctions concaves trouvent plein d’applications
en économie. Typiquement, le prix pour acheter une quantité x d’un certain bien, ou pour le
produire, est une fonction concave f(x), avec f(0) =0 et f > 0. Pourquoi est-il concave 7 est-il
vrai qu’il est bien concave dans la réalité ? oui, et on peut s’en rendre compte quand on achéte
par exemple des pates, ou le prix d’un kilo de péates est moins que le double du prix 'un demi
kilo. Ceci entraine I'inégalité de concavité

f (;m’en + ;kilo) > %f(m’en) + %(Uﬂz’lo).
Bon, 'exemple des pates n’est pas trop convaincant, car on ne trouve pas n’importe quel quantité
x des pates a acheter. Passons alors a I'achat d’un billet de train. Typiquement (mais on ne le
voit plus trop dans un systeme avec des tarifs spéciaux comme sur les TGV), si le prix d’un billet
correspondent a 100km est de 20 euros, la différence entre le prix d’un billet de 1000 kilometres
et un billet de 1100 kilometres est moins importante que 20 euros. Ceci signifie

f£(1100) — f(1000) < f£(100) — £(0)
1100 — 100 100—-0

ce qui est toujours typique des fonctions concaves. Pour ce qui est des coiits de production,
souvent il y a des cofit pour démarrer une activité qui ne sont pas influencés par la quantité x du
bien qui sera en effet produite. Par exemple, si pour commencer a produire le bien il est nécessaire
d’acheter une machine dont le cofit est de 10000 euros et apres le cotit unitaire de production
est de 10euros, la fonction de cofiit pour le producteur sera une fonction f : [0, +00[— R donnée

par
0 siz=0

flz) = .
10000 + 10x six > 0.

Cette fonction, méme si discontinue (elle est en fait semi-continue inférieurement), est concave.

En général toutes ces fonctions coflits ont une propriété tres importante, qui est celle de sous-
additivité. En effet, si 'on connait le prix f(z) pour acheter/produire une quantité x, ainsi que
le prix f(y) pour une quantité y, si jamais on est intéressé & une quantité x + y, il n’y a pas
de raisons de payer plus que f(z) + f(y), car au pire on pourra toujours acheter (ou produire)
séparément une quantité x et une quantité y.
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Définition 2.5.3. Une fonction f : [0, +00[— R est dite sous-additive, si pour tout z, y > 0 on
a

flx+y) < flz)+ fy).
Il est intéressant de voir la relation entre fonctions concaves et fonctions sous-additives.
Théoréme 2.5.9. Soit f : [0,+oo[— R une fonction concave avec f(0) > 0. Cette méme

fonction f est alors sous-additive ausst.

Par contre, une fonction sous-additive n’est pas forcement concave

Démonstration. Soient f concave et z,y > 0 : considérons alors la fonction g définie sur [0, z+y]
par
9(z) = f(2) + flz+y - 2).

Cette fonction est la somme des deux fonctions concaves et est donc concave. En plus, g(x) = ¢(y)
et g(0) =g(z +y). Pour z =y, on a

Y z Y
z+y) +—0, z2) > —glz+vy) +
x+y( y) r+y g()_$+yg( y) r+y

Y

9(0) = g(0).
Si 'on remplace g par son expression en termes de f on a
fy)+f(z) =2 F(0) + f(z +y) = flz+y)

Par contre, pour montrer que toute fonction sous-additive n’est pas forcement concave on peut
voir I’exemple de la fonction

f(z)=]z] =min{n € Z:x <n}

ol 'on prend une valeur z et on la arrondie en haut. Cette fonction est sous additive car, si
x<n=|z]ety<m=[y], onasirement z +y < n+ m, ce qui implique [z +y| < n+m.
Cependant, elle n’est pas concave car elle est discontinue en tout point de Z. Il vaut la peine
de remarquer que cette fonction est un modele tres raisonnable du prix qu’on paie lorsqu’on
cherche a acheter une quantité x d’un bien mais on est forcé a acheter une quantité qui soit
multiple d’une unité fixée. O
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Chapitre 3

Intégrales

3.1 Fonctions Intégrables

Supposons qu’une voiture roule a une certaine vitesse v le long d’une autoroute au départ de Paris
et qu’on veuille savoir a quelle distance de Paris elle se trouver apres un temps 7" : la réponse est
évidemment vT'. Supposons maintenant que la voiture n’ait pas une vitesse constante mais qui
elle change de temps en temps sa vitesse et que, par exemple, elle ait une vitesse v; pendant un
certain temps 77, puis une nouvelle vitesse vo pendant un temps T (c’est-a-dire entre 'instant
T et Vinstant 77 + T5) et enfin une vitesse vs a partir de l'instant 77 4+ T5 : si 'on veut calculer
la distance ou elle se trouvera apres un temps t la réponse sera

vt sit < Ty ’U1T1—H)2(t—T1) siTy <t <Ti+T5; 01T1+U2T2+1)3(t—(T1+T2)) si Th+15 <'t.

Et si la vitesse changeait continuellement ? 'idée est que pour calculer la réponse dans le cas
d’une vitesse qui change de temps en temps il faut faire une somme de résultats du type “vitesse
fois temps" et que pour une vitesse en variation perpétuelle il faudra une nouvelle technique, ce
qui donnera lieu aux intégrales. Pourtant, elle ne sera pas si nouvelle que ¢a, comme en fait sa
définition sera basée justement sur 'idée d’approcher une vitesse en variation par des cas ou elle
varie de temps en temps (mais trés souvent, pour réaliser une meilleure approximation).

On commence donc par la définition de “fonction qui varie seulement de temps en temps’.

Définition 3.1.1. On appelle fonction étagée toute fonction f : [a,b] — R telle qu’il existe un
nombre fini de points (¢;)i=1,.n avec a =ty <t; < --- < t,_1 <t, =b tels que f est constante
sur tout intervalle de la forme I; =]t;,t;11] avec i < n. On dit que les points ¢; donnent lieu a
une partition adaptée a la fonction étagée f. On écrira £([a,b]) pour I'ensemble des fonctions
étagées sur l'intervalle [a, b].

Une fonction étagée sera donc de la forme

ko sixz=a,
mi sia=1t) <z <ty
k1 six =ty
mo sit; <z <to,
f(z) =< ko si x = to, (3.1)

kno1 sixz=t,1,

My, Sith,_1 <z <ty,=0>o,

kn, sixz =0.
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Souvent on considére des intervalles semi-fermés genre [t;,¢; 1] de fagon & avoir k; = m;41 mais
ce qu’on veut souligner par cette définition est que la valeur de f aux points de séparation entre
les intervalles n’est pas importante.

Evidemment toute fonction étagée f admet, par définition, au moins une partition adaptée mais
elle en admet en général plusieurs (tout intervalle ou la fonction est constante peut en fait étre
ultérieurement séparée, tout en gardant son caracteére adapté).

En suivant 'esprit des relations qu’on a présentés entre vitesse et position, on peut définir

Iintégrale d’une fonction étagée :

Définition 3.1.2. Si f : [a,b] — R est une fonction étagée de la forme (3.1) on définit I'intégrale
de f sur lintervalle [a, b] la quantité

/f dt—Zmlz ti—1)

Cette quantité est bien définie (elle ne dépende pas de la partition adaptée choisie pour repré-
senter f).

Il faut quand méme démontrer que l'intégrale d’une fonction étagée est bien définie.

Démonstration. Considérons deux partitions différentes (;); et (s;); et supposons que la deuxieme
soit plus fine que la premieére : cela signifie que tout intervalle du type |t;, ;11| est divisé en plu-
sieurs intervalles du type |s;, sj41[ pour j = j; ..., ji+ . La fonction f valant m; sur tout le gros
intervalle on obtiendrait un terme mi(tHl —t;) dans l'expression de I'intégrale due a la premiere

partition, égalisée par un terme Z _ m;(sj41 — sj). Ceci montre que la valeur de l'intégrale

ne change pas si 'on passe d’une partltlon a une partition plus fine. Comme deux partitions
distinctes admettent toujours une partition qui est plus fine des deux (il suffit de prendre la
partition composée par la réunion des points des deux partitions), on en déduit que la valeur de
I'intégrale est indépendante de la partition adaptée choisie. O

Il est facile vérifier la propriété suivante :

Proposition 3.1.1. Soient f et g deux fonctions en E([a,b]) : on a alors

/ab(f +g)(t)dt = /abf(t)dt—i— /abg(t)dt

Démonstration. En passant a une partition plus fine, on peut supposer d’écrire f sous la forme
(3.1) et g sous une forme analogue pour des coefficients m; qui remplacent les m; et la méme
partition (¢;);. On a donc

n

b n b b
/(f+g)(t)dt=2(mi+m Y(ti—ti 1) Zm, ; ti_1)+2m§(ti—ti_1):/ f(t)dt+/ g(t)dt
a i=1 a a

i=1
O
Le but de la théorie de I'intégration (ce type d’intégration s’appelant notamment ‘Intégration

de Riemann” est de donner un sens a ’expression |, f f(t)dt quand f n’est pas n’est pas étagée.
On procédera par approximation supérieure et inférieure.

Définition 3.1.3. Si f: A — R est une fonction bornée on définit intégrale supérieure de f sur
A la quantité

I (f; A) == inf{/abg(t)dt g€e&(A) g> f}
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et intégrale inférieure de f sur A la quantité
b
I (fi4)i=supd [ gt s g (W) g < 1.

Comme f est bornée les ensembles des g €

E(A); g > fetdes g e E(A); g < f ne sont pas vides (car le premier inclut toutes les
fonctions constantes plus grandes que sup f et le deuxieme toutes les constantes plus petites que
inf f) et les bornes supérieure et inférieure de la définition ci-dessus sont bien défini (il ne faut
jamais chercher & calculer I'inf ou le sup d’un ensemble vide!!). De plus, on aura évidemment

I=(f; A) <TIT(f; A).

On peut donc donner la définition de fonction intégrable.

Définition 3.1.4. Une fonction f : A — R est dite intégrable si elle est bornée et si IT(f; A) =
I=(f;A). On définira également son intégrale par

[ $0de = 14554 = 175,
Si A = [a,b] on considérera les deux écritures [, f(t)dt et |, ab f(t)dt comme étant équivalentes.

Les fonctions intégrables d’apres cette définition sont souvent dites fonction intégrables selon
Riemmann ou Riemann-intégrables pour les distinguer des fonction intégrables d’apres une autre
définition, plus générale, donnée plus tard par Lebesgue. On notera R(A) I'ensemble des fonctions
intégrables selon Riemann sur 'interval A.

On remarquera aussi la caractérisation suivante :

Proposition 3.1.2. Une fonction bornée f : A — R est intégrable si est seulement si, pour tout
e > 0, il existe une fonction étagée g* > f et une fonction étagée g— < f, définies sur une

méme partition adaptée (t;)i=1,.. n par gt = mf sur Jti, t; + 1] et g~ =m; sur Jt;, t; + 1], telles
que

n—1

D (tiv1 = ti)(mi —my) <e.

i=0

Démonstration. Démontrons d’abord que, si un tel couple de fonctions étagées existe pout tout
e > 0, alors f est intégrable. On a en fait

n—1

It (f;A) =17 (f;4) < Ag+(t)dt - /Ag_(t)dt = Z(tiJrl —t)(mi —m;) <e
i=0

et, € > 0 étant arbitraire, I'égalité de I (f; A) et I~ (f; A) est immédiate.

Par contre, si f est intégrable, il signifie que I(f; A) = I~ (f; A). Par définition de It et [~
et par les définitions de sup et de inf, on trouve que pour tout € > 0 il existe une fonction
étagée gt > f avec [, g7 (t)dt < I'T(f;A) +€/2 et, pareillement, une fonction étagée g~ < f
avec [, g~ (t)dt > I~ (f; A) — e/2. supposer que les deux fonctions soient définies sur la méme
partition adaptée n’est pas restrictif. De plus, si on les exprimes a 1 ’aide de leurs valeurs m;t
sur les intervalles |t;,¢; + 1[ , on a

n—1 n—1

/ gr(t)dt =) (tixr — tiymi et / g" —/ g~ ()t =Y (ti — ti)(mi —my).
A i=0 A A i=0
Or,ona [,g7 — [4g (t)dt <e/2+¢e/2=c¢ et ceci entraine la these. O
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On peut tirer de ce critére un autre critére encore plus explicite, si 'on tache de choisir g+ et
g~ qui réalisent le moindre écart possible entre | : g (t)dt et [ ; g~ (t)dt.

Proposition 3.1.3. Une fonction bornée f : A — R est intégrable si est seulement si, pour tout
e > 0, il existe une partition(t;)i=1,..n telle que

n—1
Y (tisr —ti)( sup f— inf f)<e.
=0 ]tiati+1[ }tivtijtl[

Démonstration. On utilisera le critére de toute a ’heure. Supposons que f soit intégrable. Alors
il existe un couple de fonctions étagée gt et g~ telles que g~ < f < g7 et

/ab gt (t)dt — /ab g (H)dt <e.

Soit (t;)i=o,..n une partition adaptée au méme temps a g™ et g~. Si I'on remplace les valeurs

mf que les fonctions g assument sur les intervalles |t;,¢;,1[ par Supy, ¢,/ €t infjg, o0 S,

respectivement, on a diminué g* (car forcement m; > Supy, +,,,[ f) et augmenté g~ (car for-

cement m; < infy, ;. f ). Ceci signifie que la différence est diminuée. Donc a fortiori on a
P20 (i — t) (supyg, gy f — Infly, 001 ) < e

Par contre, si une telle partition existe, on peut obtenir des fonctions étagées g qui majorent

et minorent f et telles que ff gt(t)dt — [ g~ (t)dt <  en prenant

t= sup f surlt;,tina], g7 (t;) =supfg = inf f surlt;,tii1], g~ (t;) = inf f.

! Jtitival [a,b] Ititial [a,b]

O

Souvent la quantité sup, f — inf4 f est dite oscillation de f sur A est notée par oscaf ou
osc(f; A). L'oscillation correspond aux plus grandes différences f(x) — f(y) qu’on peut réaliser
avec x,y € A : oscaf = sup,, f(x) — f(y). L'idée de ce dernier critere est que les fonctions
intégrables sont les fonctions qui ont une petite oscillation, si 'on considére la possibilité de
découper [a, b] en sous-intervalles pour réduire les oscillations et on pondeére ces oscillations avec
les longueurs des correspondants intervalles. Une fonction est intégrable donc si elle oscille peu
ou si ses grandes oscillations sont concentrées sur des petits intervalles.

Il est facile vérifier la propriété suivante :

Proposition 3.1.4. L’espace R(A) est un espace vectoriel et, si f, g € R(A) et X € R, alors
Sa(f+g)(t)dt = [, f&)dt+ [, g(t)dt et [4(Nf)(t)dt = X [, f(t)dt. De plus, si ¢ : [c,d] — R est
une fonction Lipschitzienne et f(A) C [c,d] alors ¢ o f est intégrable aussi. Pour terminer, fg
aussi est intégrable

Démonstration. Commencons par démontrer que f + g est intégrable, si f et g le sont. Evi-
demment elle est bornée comme somme de fonctions bornées. Considérons en plus des fonctions
étagées h* et kT, toutes définies sur une méme partition adaptée avec valeurs hz?t et kli sur
Jti, t; + 1], respectivement, et telles que

Rt >f,h- <f,kt>g etk <g,

n—1 n—1
(i1 — t)(hf — b)) 3 (tian — t) (K — k7)) < e/2.
=0 =0

Si I'on consideére les fonctions étagées ut = h* + k* on a justement u™ > f+ g > u” et
ut = b 4+ kF sur Jt;, t; + 1], tout en ayant aussi

|
—

n

(tivr = t)((h + ) = (b7 + k7)) <e.

s
Il
=)
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Ceci montre que f + g est intégrable grace a la Proposition (3.1.3).

De plus, si h et k sont n’importe quelles fonction étagées qui majorent f et g respectivement,
on a que h + k est une fonction étagée qui majore f + g et donc

/A(f+9)(t)dtzl+(f+g;A) < /A(h+k)(t)dt:/Ah(t)dt+/Ak(t)dt,

ol l'on a utilisé 'additivité des intégrales pour les fonctions étagées. En passant a l'inf sur h et
k séparément on trouve

[ +awa< [ s+ [ g

et en regardant les intégrales inférieures I~ on trouve l'autre inégalité. L’égalité

[t +awa= [ s+ [ g

en découle immédiatement.

Il faut montrer maintenant que si f est intégrable et A € R alors A f est intégrable et son intégrale
vaut A [, f(t)dt. Prenons d’abord le cas A > 0. Alors si g7 et g~ sont des fonctions étagées qui
majorent et minorent f respectivement A\gT majorent et minorent \f respectivement et les
différences de leurs intégrales sont multipliées par A. Il suffit alors de prendre deux fonctions g*
telles que Z?;ol (tiy1 —t;)(mF —m;) < e/A pour trouver, avec Ag*, deux fonctions étagées qui
montrent que Af est intégrable. La linéarité de l'intégrale sur les fonctions étagées (évidente)
passe facilement & f et Af. Le cas A = 0 ne pose pas des difficultés car 0- f = 0 est une fonction
constante et donc étagée et son intégrale est nulle. Pour regarder le cas A < 0 il suffit de regarder
le cas A = —1 et le composer avec le cas A > 0. Pour A = —1 il suffit de remarquer que

I(=f;A) = —I"(f;A) et I"(=f;A) = =I"(f; A)

et 1’égalité de I et I~ concernant f entraine facilement celle portant sur — f.
On veut montrer aussi I'intégrabilité de ¢ o f et fg. Pour la premiere, prenons ¢g& fonctions

étagée définies usuellement avec g* > f > g~ et

n—1

> (tisr — ti)(mf —m; ) <e/L,

i=0
ou L est la constante de Lipschitz de ¢ sur U'intervalle [c, d]. On peut aussi supposer que, comme

f(A) C [e,d], les coefficients m;" ont été choisis dans I'intervalle [c, d]. Posons

hi :=max{@(s) : s € [m;,m;]}; hy :=min{d(s) : s € [m;,m]}.

i

Comme f(t) € [m;,m}] pour t €]t;, t;11], alors les fonctions h* définies comme étant hif sur
|ti, ti+1][ majorent et minorent ¢o f respectivement. De plus, grace a la Lipschitziennité sur [c, d],
on a h} —h; < L(m} —m; ). En particulier

n—1

> (tig1 — to)(hi —hy) <e,

i=0
ce qui montre l'intégrabilité de ¢ o f.

Pour le produit fg on utilisera un truc malin : on note que

(f+9?—f*—¢g°
2

fg=

et que le carré d’une fonction intégrable est intégrable. Pourquoi 7 parce que si f est une fonction
intégrable qui prend ses valeurs dans [c,d] (comme elle est bornée, ses valeurs sont toujours
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inclues dans un intervalle borné comme ¢a), alors on peut appliquer le critére précédent, comme
la fonction z — 2% est Lipschitzienne de constante 2max{|c|,|d|} sur cet intervalle (il s’agit
d’une fonction C*(R), donc sa dérivée est bornée sur tout intervalle borné). En appliquant ceci
a f, g et f+g, puis en faisant des sommes et la multiplication par 1/2, on trouve le résultat. [

On termine la section par un exemple bien connu de fonction non-intégrable, qui est connue
comme "fonction de Dirichlet".

Ezxemple 3.1.1. Soit f la fonction donnée par

{1 sizeQqQ,

fe) = 0 sizéQ.

Bien que bornée, la fonction f n’est pas intégrable sur aucun intervalle [a, ] car I (f;[a,b]) =
b—aet I(f;[a,b]) = 0. En effet, la fonction constante 1 est une fonction étagée qui majore f
si comme la fonction constante 0 est une fonction étagée qui la minore. De plus, toute fonction
étagée qui majore f doit valoir au moins 1 a l'intérieur de tout intervalle |¢;, ¢;41[ de sa partition
adaptée, car cet intervalle inclut forcement des points rationnels ou f vaut 1. Symétriquement,
toute fonction étagée minorante ne peut pas dépasser la valeur 0 sur les mémes intervalles car ces
intervalles contiennent tous des point irrationnels ou f vaut 0. Ceci montre que I'inf des intégrales
des fonctions étagées minorantes est obtenu avec la constante 1 et le sup des minorantes avec la
constante 0. Comme les deux bornes different, la fonction n’est pas intégrable.

De maniere équivalente, on peut appliquer le critere 3.1.3 : remarquons d’abord que, pout tout
intervalle |t;, t;41[, on a osc(f;t;, tiy1[) = 1 car tout intervalle contient au moins un rationnel et

un irrationnel. Donc, quoi que ce soit la partition (to,1,...,t,) choisie, on aura toujours
n—1 n—1
Z(ti—H —ti)osc(fiti, tiv1]) = Z(ti+1 —t)=b—a
i=0 i=0

et cette quantité ne peut pas devenir aussi petite que l'on veut, car elle est constante (lle ne
dépend pas de la partition).

3.2 Des classes de fonctions intégrables

3.2.1 Fonctions monotones

Dans cette section on va démontrer que des classes suffisamment amples de fonctions sont en
fait des fonctions intégrables. On parlera notamment de fonctions continues et de fonctions
monotone. Une extension possibles du cas des fonctions momotones est celle des fonctions a
variation bornée .Le cas le plus simple est celui des fonctions monotone.

Définition 3.2.1. Une fonction f : A — R est dite monotone si elle est soit croissante soit
décroissante, c’est a dire si elle satisfait la propriété

r,y€ A,z <y= f(x) < f(y) (fonction croissante)
ou bien la propriété
r,y € A,x <y= f(x) > f(y) (fonction décroissante).

Théoréme 3.2.1. Si f : [a,b] — R est monotone, alors f est intégrable. De plus, on a

b R A ol b—a ] —a & b—a
/af(t)dt:nlgl;on;f@—'_z - )ZJLrgon;f<a+z - )
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Démonstration. Supposons par simplicité que f soit croissante (le cas décroissante étant tout a
fait symétrique) Fixons n et prenons la partition (t;)i=o,... , définie par t; = a + (b —a)/n (une
partition uniforme qui divise [a, b] en n intervalles de méme taille). On appliquera le critéere 3.1.3.
Comme f est croissante sur les intervalles ¢;,t,11] on a bien osc(f;ti,tiv1[) = f(tiv1) — f(t:).
Donc on trouve

—

n—1 n—

Z(t“‘l —ti)osc(fiti, tiv1]) = Z

1=0 1=0

DO i) — £t = ") — fla)).

n n

Cette derniere quantité peut devenir aussi petite que 'on veut quand n — oo et donc il suffit
de choisir n suffisamment grand pour que cela soit plus petit qu’e et appliquer donc le critere
3.1.3.

De plus, on peut choisir deux fonctions étagées g, et g, , qui estiment la borne supérieure et
inférieure de f sur chaque intervalle |t;, ;1] :

g () = f(tiyr) = sup{f(t) : t €lti,tiy1[} g, (@) = f(t:) < nf{f(t) : ¢ €]ts, tiga[} six €)ty, tigal,

sur les mémes intervalles de ces partitions uniformes (¢g,t1,...,t,).

Ce qu’on vient de montrer est justement que f; g:{(t)dt—ff g, (t)dt = (b—a)(f(b)—f(a))/n — 0.
Donc, on a

(b_a)(f(b)_ [a,b])—i—(b_a)(f(b)_f(a))

I+(f§ [av bD_

f(a)) </bg;(t)dt</bgi(t)dt<1_(f%

n n

et , par les théorémes des gendarmes, en utilisant I1(f;[a,b]) = I~ (f;[a,b]) (car on vient de
montrer que f est intégrable), on obtient

b b b
: - BT + _
Jim [Cgrat= tim ["gt it = [ s,
En réécrivant I'intégrale de g,/ comme une somme on obtient la premiére limite dans la these.
La seconde est obtenu avec une méthode analogue sur g, . O

L’idée clé de cette preuve est que pour une fonction monotone on obtient un effet téléscopique
de termes qui s’effacent si I’on prend des sous-intervalles de la méme longueur. Il faut remarquer
qu’en général il n’est pas possible de démontrer I'intégrabilité d’une fonction en se restreignant
aux partitions régulieres (celles ou tous les intervalles qui ont la méme longueur). Le fait que
pour les fonctions monotones soit possible est une propriété en plus de cette classe de fonctions
et le fait que l'intégrale soit obtenue comme limite des sommes des valeurs de la fonction dans
des points spéciaux aussi.

Les mémes propriétés sont vraies pour les fonctions continues mais sont moins évidentes. Ceci
est dii au fait qu’on n’a pas encore introduit une notion importante reliée a la continuité, qui
est celle de continuité uniforme.

3.2.2 L’intégrabilité des fonctions continues et 'uniforme continuité

Définition 3.2.2. Une fonction f : A — R est dite uniformement continue si pour tout € > 0
il existe § > 0 tel que tout couple de points (z,y) € A x A satisfaisant |z — y| < ¢ satisfait aussi

f(2) = f(y)| <e.
C’est quoi la différence entre la définition de continuité et d’uniforme continuité? d’abord la

continuité est une propriété qui concerne une fonction f et un point zg, alors que I'uniforme
continuité ne concerne que f. De plus, comme dans la définition de continuité le point g a

39



été fixé, il a le droit d’intervenir dans le choix du 4, alors qu’ici 6 ne doit dépendre que de ¢.
Evidemment si une fonction est uniformément continue, alors elle est continue sur A (la notion
d’uniforme continuité est plus forte que celle de continuité en tout point de A). Le contraire
n’est pas vrai, comme on peut voir de I'exemple suivant.

Exemple 3.2.1. La fonction f : R — R donnée par f(x) = 2% est continue mais elle n’est pas
uniformément continue.

Pour voir ceci, il suffit d’estimer les variations de f entre un point = et un point x + h (prenons
par simplicité z,h > 0) : f(z + h) = 2% + 2zh + h® > f(x) + 2zh > f(z). Si Pon suppose par
I’absurde que f ést uniformément continue on aurait f(z + h) — f(z) < € pour tout h < 4. Mais
la quantité 2xh peut étre rendue aussi grande qu’on veut, si x est trés grand, et va slirement
dépasser €. Par contre, la méme démonstration n’aurait pas marché si on se restreignait a un
ensemble borné de valeurs de x.

Par contre, il existe pas mal de classes de fonctions qui sont uniformément continues et il s’agit en
général de classes de fonctions ot la continuité uniforme a été mieux “quantitifiée”. Par exemple,
toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue car, si L est la constante de Lipschitz
d’une fonction f, on satisfait toujours la définition d’uniforme continuité en choisissant 6 = /L.
Une classe plus générale est la classe des fonctions Holderiennes (la aussi Holder est le mec qui
a - peut-étre - étudié le premier les propriétés de ces fonctions).

Définition 3.2.3. Si a €]0, 1] une fonction f : A — R est dite Holderienne d’exposant « (ou
a—Holderienne) si il existe une constante C' telle que

|f(z) — f(y)| < Clx —y|* pour tout couple (z,y) € A x A.

Evidemment dans le cas & = 1 on retombe sur la définition des fonctions Lipschitziennes.
Un exemple de fonction Holderienne qui n’est pas Lipschitzienne est le suivant.

Ezemple 3.2.2. La fonction f : [0,1] — R donnée par f(x) = x est Holderienne d’exposant «
mais elle n’est pas Lipschitzienne.

Pour voir ceci, il suffit d’utiliser le fait que la fonction f, en tant que fonction concave, est
sous-additive, ce qui signifie f(z +y) < f(z) + f(y) : on a donc, si z <y

flx) =2 < f(y) =y < fly—z) + f(z) = ly — 2" + f(2),

ce qui implique | f(y) — f(z)| < [y —x|*.
Pour voir qu’elle n’est pas Lipschitzienne il suffit de voir que sa dérivée n’est pas bornée. La
fonction f est en fait dérivable sur 0, 1[ mais sa dérivée est donnée par ax®~! et on a donc
lim,_,o+ f'(z) = 400, ce qui implique que f’ n’est pas bornée (et donc f n’est pas Lipschitzienne
sur ]0, 1], ni a fortiori sur [0, 1].
Observation 3.2.1. Pourquoi parle-t-on de fonctions Holdériennes pour o < 1 et non pas pour
a > 17 Simplement car les fonctions Holdériennes pour o > 1 sont triviales : toute fonction
f I — R (I étant un intervalle de R) satisfaisant |f(x) — f(y)| < C|z — y|* pour un certain
a > 1 est en fait constante!! On peut le voir facilement en calculant sa dérivée :

Clz —y|* _

‘f’(x” = lim M < lim ———2 =0,

vor =yl T o oy
ce qui démontre que la fonction est partout dérivable et la dérivée est partout nulle.

Pour une fonction uniformément continue, il est intéressant de définir ce qu’on appelle son
“module de continuité”.
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Définition 3.2.4. Pour toute fonction f : A — R on appelle module de continuité de f la
fonction wy : R — R* donnée par

wy(a) :==sup{|f(z) — f(y)| : z,y € A, [z —y|<a}.

Le fait que f soit uniformément continue équivaut a limg_,owy(a) = 0.

On peut facilement vérifier que le module de continuité d’une fonction Lipschitzienne f satisfait
wy(a) < Ca, ot C est la Constante de Lipschitz de f, et que si f est Holdérienne on a par contre
we(a) < Ca®.

Comme on a remarqué dans ’exemple, I'uniforme continuité est plus difficile sur R mais plus
facile sur les ensembles bornés. En particulier, on a le théoréme suivant :

Théoréeme 3.2.2. Soient A un sous-ensemble fermé et borné de R et f : A — R une fonction
continue. Alors f est uniformément continue sur A.

Démonstration. Supposons par I'absurde que f ne soit pas uniformément continue. Alors il
existe € > 0 tel que, pour tout § > 0, il y a deux points z,y € A avec |f(x) — f(y)| > € et
| —y| < 6. En prenant 6 = 1/n on peut appeler z, et y, les points correspondants. On a
|Tn —yn| < 1/n— 0et |f(zn)— f(yn)| > . Comme A est fermé et borné, il existe une sous-suite
(2, )k convergente. Soit x sa limite. La correspondante sous-suite (yn, ), converge a la méme
limite  car on a |z, — Yn,| — 0. En passant a la limite dans 'inégalité |f(zn,) — f(yn,)| > €,
comme [ est continue, on trouve 0 = |f(x) — f(z)| > £ > 0, ce qui est une contradiction. O

Une autre propriété importante des fonctions uniformément continues est la suivante :

Théoréme 3.2.3. Soit f :Ja,b[— R une fonction uniformément continue. Alors il existe une
unique extension continue g de f a lintervalle fermé [a,b], c¢’est-a-dire une fonction continue
g :la,b] — R telle que g(z) = f(x) pour tout z €la, b|.

Démonstration. 11 suffit de définir g sur les points a et b et vérifier la continuité. Pour faire
cela, prenons une suite (zy), C [a,b] convergeante vers a et considérons (f(zy))n. Si l'on fixe
e > 0, grace a l'uniforme continuité de f, il existe 6 > 0 tel que |z, — z,,| < J entraine
|f(zn) — f(xm)| < €. Or, la suite (z,), est de Cauchy, et donc l'inégalité |z, — x,,| < 0 est vraie
pour n,m > Ny. Ceci implique que la suite (f(zy)), satisfait 'inégalité |f(x,) — f(zm)] < €
a partir du méme rang, et donc (f(x,)), est de Cauchy aussi. Elle admet donc une limite et
on posera g(a) = limy, o0 f(2y). Celle-ci est une bonne définition, c’est-a-dire le résultat ne
dépend pas de la suite que l'on a choisi. En effet, si (y,), était une suite différente on aurait
eu en fait |z, — y,| < § & partir d’'un certain rang (car x,, et y, ont la méme limite a) et ceci
impliquerait | f(zy)— f(yn)| < €. Cette inégalité passant a la limite, elle implique que la différence
des deux limites ne dépasse pas €. Grace a 'arbitrarieté de ¢ les deux limites doivent coincider.
En définissant comme ¢a g(a) (et en utilisant une définition analogue pour g(b) et en laissant
g(x) = f(z) pour tout x €]a,b]) on trouve une fonction g. Elle coincide avec f a l'intérieur de
I'intervalle ouvert, donc elle est continue (comme la continuité peut étre vérifiée localement).
De plus, on vient d’imposer que pour toute suite z,, — a on a lim,, f(z,) = lim, g(z,) = g(a),
ce qui donne la continuité en a (et en b c’est pareil). De plus, il est évident que tout extension
continue de f doit coincider avec cette fonction g qu’on vient de définir sur a et b comme il faut
imposer la continuité en ces deux points-la et donc cette extension est unique. O

Observation 3.2.2. La méme démonstration peut marcher si f est définie sur un ensemble A C R
quelconque, pas forcement un intervalle. Elle garantie 'existence d’une unique extension de f
a I’ensemble des points qui peuvent étre atteints comme limite d’une suite de points de A. Cet
ensemble s’appelle 'adhérence de A et il est le plus petit sous-ensemble fermé de R qui contienne

A.
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Corollaire 3.2.4. Toute fonction f :|a,b|— R uniformément continue sur un intervalle borné
est bornée.

Démonstration. 11 suffit de prendre l'extension g de f a [a, b], qui sera une fonction continue sur
un intervalle fermé et borné. Cette extension admettra donc un maximum et un minimum et
sera donc bornée. La fonction f résulte bornée comme restriction & un sous-ensemble plus petit
d’une fonction bornée sur un ensemble plus grand. O

Observation 3.2.3. La démonstration qu'une fonction uniformément continue est bornée sur un
intervalle bornée pourrait se faire sans passer a ’extension continue sur un compacte. Il suffirait
de dire que, en prenant ¢ = 1, il existe un 0 > 0 tel que |z — y| < ¢ entraine |f(z) — f(y)| < 1
et puis prendre une partition ¢g,t1,...t, de lintervalle telle que |t;+1 — t;| < J. Si on pose
M = max; |f(t;)| on trouve certainement |f(z)| < M + 1 pour tout z, car tout = est & distance
inférieure & 6 de I'un des points ¢; et donc f(x) < |f(¢)| + 1.

Apres cette parenthése sur les fonctions uniformément continues, on peut profiter de cette notion
pour revenir aux intégrales.

Théoréme 3.2.5. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f est intégrable et on a aussi

/abf(t)dtznlggob;‘lff(a+z’b;“).

=0

Démonstration. Grace au Théoréme 3.2.2 la fonction f est uniformément continue aussi. Fixons
€ > 0 et appliquons la définition d’uniforme continuité & ¢/(b— a) en trouvant un §. On divisera
I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles de la méme longueur (b—a)/n en appelant t; = a+i(b—a)/n
les points de séparation. A partir d’un certain rang n on aura (b — a)/n < 6. On aura donc

€
b—a

osc(f; (Jtis tiya) <

L’intégrabilité de f découle facilement du fait que, pour n suffisamment grand, on a

n—1 _
;(tHl = ti)osc(f; (Jti, tira[) < b i . ;}(ti+1 —t;) = ; f a(b —a)=c.

De plus, on a, pour n suffisamment grand on a vu qu’on a

5 < < f@) < fti)+ £ pour tout ¢ €]t;, tiy1],
—a

f(t:) = —

et donc, si 'on définit la fonctions étagée g, par g, = f(t;) sur |t;,tiyi[on a g, —e/(b—a) <
f < gn+e/(b—a). Cecinous dit

/abf(t)dt < /ab gn(t)dt < /abf(t)dt +e,

ce qui corresponde exactement & lim, o [ ; gn(t)dt = ff f(t)dt. En écrivant 'intégrale de g,
comme une somme on trouve la deuxieme partie de la these. ]

Ceci montre que les fonctions continues aussi, comme les fonctions monotones, non seulement

sont intégrables, mais elles ont aussi la propriété que leurs intégrales peuvent étre calculées par
partitions uniformes.
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3.3 Le théoreme fondamental du calcul et I’intégration par par-
ties

On verra dans cette section 'instrument principal pour le calcul des intégrales, qui dans la
pratique ne passe pas du tout par la définition via les fonctions étagées, ni par les limites qu’on
a vues dans les Théoremes 3.2.1 ou 3.2.5. Cet outil qu’on verra s’appelle a bonne raison “théoreme
fondamental du calcul intégral" et rélie les concepts d’intégrale et de dérivée.

Pour en parler on a besoin d’abord de remarquer un petit détail assez facile et connu (on m’a

dit comme ¢a en TD) sous le nom de “formule de Chasles".

Lemme 3.3.1. Si f est une fonction intégrable sur un intervalle [a,b] = [a,c] U [¢,b] (c étant
un point intermédiaire entre a et b), alors on a

/abf(t)dt - /:f(t)dH /be(t)dt

Démonstration. 1l faut d’abord remarquer que cette égalité, plutdt triviale, est encore plus tri-
viale quand on parle de fonctions étagées, car on a a faire avec une égalité des sommes. Si f
est une fonction étagée et (t;); est une partition qui lui est adaptée, on peut supposer que c est
I'un des points séparateurs de la partition (quitte a remplacer la partition par une partition plus
fine, ou l'on rajoute le point ¢). Supposons donc ¢t = ¢ avec 0 < k < n. On a

/abf(t)dt:' m;(tiv1 — Zmz i1 — +Zmz i1 — /f dt+/ f(®)

Une fois cette égalité établie pour les fonction étagées, 1'idée est toujours utiliser le fait quune
fonction étagée sur [a, b] corréspond exactement a la juxtaposition de deux fonctions étagée sur
[a, c] et sur [c,b] (il suffit toujours de supposer que ¢ soit dans la partition adaptée, ce qui n’est
pas restricitf). On a bien

I (f;]a,b)) = inf{/abg(t)dt : g étagée et g > f}
= inf{/cg(t)dt + /cbg(t)dt . g étagée et g > f}
mf{/ dt+/ cheé&(a,d), ke&(eb)),h> fsurla,c], k> fsur[cb]}

=inf{ [ h(t)dt : h € E([a,c]),h > f sur [a,c]} —I—inf{/bk‘(t)dt : k€ &(eb]), k> fsurc,bl}
= I+(f; [(I, C]) + I+(f; [C> b])

Pour séparer les deux bornes inférieures il est nécessaire de remarquer qu’elles portent sur deux
objets “indépendants”, a savoir les valeurs sur [a, | et sur [¢, b]. Pour conclure, on remarque que
si les fonctions sont intégrables alors I' et les intégrales coincident. Par contre, si ’on ne sait pas
encore que f est intégrables sur [a, b], on peut utiliser cette égalité pour montrer son intégrabilité.
11 suffit en fait de démontrer la méme égalité concernant I~ pour déduire que, si I1(f;[a,c]) =

I=(f;la,c]) et IT(f;[c,b]) =1 (f;]c,b]), alors on a aussi I (f;[a,b]) = I~ (f;[a,b]). O

On est prét a montrer le suivant :

Théoréme 3.3.2 (Théoreme fondamental du calcul intégral). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue. Alors la fonction F : [a,b] — R définie par

_ /:f(t)dt
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est dérivable et F'(x) = f(x) pour tout x € [a,b] (en considérant la dérivée droite et gauche
seulement pour les points a et b, respectivement).

De méme, si [ est seulement intégrable sur [a,b] mais elle est aussi continue en un point xy €
[a,b] alors F est dérivable au point x¢ et F'(xg) = f(xq).

Démonstration. Sil’on remarque que toute fonction continue est intégrable, il suffit de démontrer
la deuxieéme partie de I’énoncé (le fait que la continuité en un point implique la dérivabilité de F'
au méme point et ’égalité F' = f & ce point-la). Quand f est continue en tout point, appliquer
le résultat de la deuxiéme partie donne une démonstration de la premiere.

Considérons donc f continue au point zg. Si I'on fixe ¢ > 0 et on applique la définition de
continuité on trouve un 6 > 0 tel que |t —zo| < § implique | f(t) — f(zo)| < €. Prenons maintenant
x €|xo, o + 0] : on a

F(x) _/: f(t)dt = /:o f(t)dH/zj f(®)dt = F(xo +/ t)dt < F(zo) + (f(wo) +¢)(z — x0).

La derniére inégalité vient du fait que, si x €|z, xo + 0| alors tous les points ¢ €|xg, x| satisfont
|t — o] < & et donc f(t) < f(xo) + e. On déduit donc

F(x)-F
M < f(g;o) + ¢ pour tout x E]mo, o + 5[‘
T — Zo
On peut obtenir aussi
F(x)—F
M > f(zp) — € pour tout x E]wo,xo + 5[
T — To

si 'on considere que les points t €]z, [ satisfont f(t) > f(zo) — € aussi. Ceci montre, par la
définition de limite, que l'on a

i F@) = Fao)

x%xaL r — o

= f(zo).

La limite de 'autre c6té n’est pas différente si 'on considére que 'on a, pour z < xo,

:/;f(t)dt:/jof(t)dt—/:of(t)dtZF(ivo)—/:Of(t)dt

et on continue avec les inégalités usuelles. O

Définition 3.3.1. Toute fonction dérivable F' ayant la propriété F’ = f est dite une primitive
de la fonction f.

Ce qu’on vient de montrer a la double utilité de montrer que toute fonction continue admet
une primitive (et alors elle admet une quantité infinie de primitives, F' + ¢ étant elle aussi un
primitive de f si F' l’est et ¢ est une constante) et que pour calculer des intégrales il suffit de
calculer des primitives. En effet, pour calculer | ; f(t)dt, il suffit de détecter une primitive F' de
[ : cette primitive ne coincidera pas forcement avec la fonction G donnée par G(z) = [ f(t)dt,
mais les dérivées des deux fonctions seront les mémes. Alors on pourra dire que leur différence
sera une constante (comme la différence aura dérivée nulle). On aura alors F' = G + ¢ et on
pourra calculer la constante ¢ en utilisant G(a) = 0. On aura donc G(z) = F(x) — F(a) (la
constante —F'(a) étant la seule compatible avec G(a) = 0). En prenant = b on aura donc

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a), pour n’importe quelle primitive F' de f,
a
ce qui représente la méthode plus courante de calcul d’une intégrale.
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Pour plein de fonction en effet on est capables de déviner des primitives. Cela est plutot facile
pour toute fonction puissance : la primitive de z + ¥ est #¥*1/(k + 1), pour tout k # —1 (si
k = —1 on ne peut pas utiliser la méme formule, mais on s’apercoit assez rapidement qu’on
trouve un logarithme comme primitive de 1/x).

Pourtant, le calcul d’une primitive ne suit pas les mémes regles schématiques du calcul d’une
dérivée et toute fonction n’est pas facile & intégrer (c’est-a-dire en trouver une primitive). Non
seulement, il y a aussi des fonction “élémentaires" dont la primitive existe (car elles sont des
fonctions continues) mais elle n’est pas de la méme forme (élémentaire, terme qui est utilisé
pour indiquer toute fonction obtenue par composition, produit, somme, quotient et parfois in-
version des fonctions usuels : polynomes, exponentielles, logarithme, sinus, cosinus...). C’est le
cas par exemple de la célebre Gaussienne f(t) = e~t*. Par contre une fonction apparemment
plus compliquée comme f(t) = te~t" admet une primitive calculable explicitement, donnée par
F(z) = —e /2.

C’est pour cette raison qu’on est intéressée a des méthodes de calcul des intégrales qui nous
aident soit a trouver des primitives, soit a trouver directement les valeurs d’expressions de la
forme f; f(t)dt. Ces expressions ne sont pas toujours calculées par voie de la recherche d’une
primitive, car parfois des considérations de symétrie (supposons que f est impaire et a = —b, on
obtient stirement une intégrale nulle, quoi que ce soit I'expression de f) peuvent aider, mais il est
vrai que souvent la méme méthode de calcul de 'intégrale serait capable de donner le résultat
général (c’est a dire pour tout b, et donc la primitive).

Une méthode qui est souvent utile est celle d’intégration par parties, ce qui découle directement
du théoreme fondamental du calcul

Proposition 3.3.3 (Intégration par parties). Soient f et g deux fonctions de classe C* sur
[a,b]. On alors

/ab ft)g (t)dt = — /ab f'®)gt)dt + f(b)g(b) — f(a)g(a).

Démonstration. Prenons la fonction F = fg. Sa dérivée est F' = f'g + fg¢’. On peut dire alors
que F' est la primitive de sa dérivée et on a donc

b
/a (f'()g(t) + f(t)g'(t)) dt = F(b) — F(a) = f(b)g(b) — f(a)g(a).
En balancant le terme en f’g de autre c6té on obtient la thése. O

L’utilité de 'intégration par parties est variée. Elle donne une méthode de calcul des intégrales
(et des primitives) qui est applicable si ’on a un produit de deux fonctions (f et ¢’) dont une est
facile & dériver, autre & intégrer (celle qui doit jouer le role de ¢'), et le produit de leur dérivée
et primitive respectivement est facile a intégrer (plus facile que le produit originale).

D’autre c6té I'intégration par parties est une méthode essentielle dans des problémes avancés de
mathématiques en cas de manque de régularité. Si g est une fonction réguliére mais f non, on
peut remplacer I'expression [ f’g par une expression contenant [ fg’ et les valeurs de f et g sur
le bord. De plus, on peut vérifier (ce n’est pas trivial mais pas trop difficile non plus) qu’il vaut
la proposition suivante : si u est une fonction telle que

b b
/a ft)g'(t)dt = —/a u(t)g(t)dt + f(b)g(b) — f(a)g(a)

pour toute fonction g € C1([a,b]), alors u = f’. Ceci peut étre utilisé comme caractérisation de
la dérivée d’une fonction (et donne lieu a une définition de dérivée pour des fonctions qui ne
sont pas dérivable, mais vous verrez peut-étre cela dans quelques ans)
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3.4 Méthodes de calcul de primitives et intégrales

On verra dans cette section, par voie de nombreux exemples, I’application des méthodes les plus
connues et utiles pour le calcul des intégrales.

3.4.1 Intégrales sur des intervalles spéciaux (symétrie, périodicité)

Ezemple 3.4.1. Calculer f027r sin?(x)dx.

Si I'on trace le graphe et on regarde le sous-graphe de x + sin?(x) on s’apercoit d’une particula-

rité : il est inscrit dans le rectangle [0, 27] x [0, 1] et apparemment la partie qui lui manque pour

remplir le rectangle a la méme forme renversée et décalée. Ceci suggere que ’aire manquante

soit égale a l'aire du sous-graphe et que donc l'aire du sous-graphe soit la moitié de celle du
. . 2w .. 9 _

rectangle. Ceci donnerait [;" sin®(z)dx = .

Essayons de formaliser ¢a avec des calculs. La partie manquante correspond & la fonction diffé-
rence entre 1 et sin?(z), c’est-a-dire le cosinus. On a

2 27 2
/ sin?(z)dz + / cos®(x)dx = / ldx = 2.
0 0 0

Si on montre que l'intégrale du sinus au carré et du cosinus au carré donnent le méme résultat

(non pas leurs fonctions primitives, seulement leurs intégrales sur cet intervalle) on a terminé,
o 2

car on aura 2 [;” sin®(z)dx = [;" 1dz = 2.

On remarque cos(z — 7/2) = cos(7/2 — ) = sin(x), et donc cos(x — m/2)? = sin?(z). Donc les
deux fonctions sont la méme, & un décalage de 7/2 pres. Ceci dit

2 27 2r—7/2
/ sin?(z)dz = / cos(z — m/2)%dx = / cos®(z)d
0 0 /

—m/2

0 2w —m/2 2m 2mr—m7/2
:/ cosz(:c)da:—i—/ COSQ(x)dx:/ cosQ(x)d:c—i—/ cos?(x)dx
—7/2 0 2m—m/2 0

27
= / cos?(z)dz.
0

On en conclut que l'intégalre du sinus au carré sur cet intervalle est la moitié de celui de la fonc-
tion constante 1. On a utilisé la périodicité pour transformer fBW/Q cos?(z)dz en f;;fﬂ/Q cos?(x)dz.

Ezemple 3.4.2. Calculer f}l sin(z)e® log(1 + |z|) cos(23)da.

On remarque tout de suite qu’essayer de calculer une primitive de la fonction intégrande est
un défi sans espoir de réussite : on n’est pas trop capables de travailler avec des produits ni de
mélanger fonctions trigonométrique et logarithme.

Mais, il y a une particularité de la fonction dans l'intégrale qui nous pourra aider : elle est
impaire ! pourquoi 7 car si I’on change le signe de x on change le signe a sin(x) mais on le laisse
inchangé dans tous les autres factors des produits, comme soit ils contiennent |z| ou x2, soit ils
sont des fonctions paires (comme le cosinus, ou l’on change le signe du cube a 'intérieur).

Et alors, c’est combien 'intégrale d’une fonction impaire sur cet intervalle 7 'intégrale est nulle
comme l'intervalle est symétrique (si on avait dii I'intégrer sur [—1, 2] on n’aurait pas pu le dire).
Ceci est un résultat général qui peut se démontrer (sans passer par le changement des variables,
ce qui simplifierait beaucoup les choses) comme ¢a : démontrons que sur un intervalle symé-
trique [ —MM f(t)dt = [ —M™ f(—t)dt (cette propriété peut étre obtenue & partir des fonctions
étagées) ; apres on utilise le fait que f est impaire pour dire [ —MM f(t)dt = — [ —M™M f(—t)dt,
et les deux égalités ensemble disent que les deux intégrales sont nulles.
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Qu’est-ce qu’on aurait pu dire a propose de l'intégrale dune fonction paire, par contre? Ici
ce qu'on peut montrer est [0M f(t)dt = [—M°f(t)dt (toujours en héritant la propriété des
fonction étagées). Et donc [ —MM f(t)dt = 2 [ 0M f(t)dt. Mais ceci ne nous aide pas & calculer
la valeur. ..

3.4.2 Intégration par partie : récurrence et ruses spéciales

En partant du cas du sinus au carré, on se concentrera ici sur le calcul de quelques primitives et de
quelques intégrales sur des intervalles qui ne présentent pas de symétrie spéciales, ou 'instrument
principale est I'intégration par partie. Pourtant, il s’agira d’intégration qui ne seront pas tout de
suite achevée par une simple intégration par partie, mais il faudra faire quelque chose en plus.

Ezemple 3.4.3. Calculer [ f sin?(z)dx et déterminer une primitive de la fonction intégrande.

Comme on a un produit (sin(x)-sin(z)) dans la fonction intégrande, on peut essayer une intégra-
tion par partie. On posera donc f(z) = sin(x) et ¢'(x) = sin(z), ce qui entraine f'(z) = cos(z)
et g(x) = —cos(z). On a donc

b b b
[sit@ide = [ fag@ds = [ 1 @gle)ds + [fgl,
b
= / cos?(x)dx — sin(b) cos(b) + sin(a) cos(a).
Il faut donc calculer I'intégrale du cosinus au carré. Apparemment on n’a pas gagné grande chose

car la difficulté de cette intégrale sera la méme de 'autre. On peut en fait voir que la difficulté
est la méme si 'on écrit cos?(z) = 1 — sin?(z). On trouve donc

b b b
/ sin?(z)dx = / ldx — / sin?(x)dz — sin(b) cos(b) + sin(a) cos(a).
a a a
Apparemment c’est encore pire, car pour calculer I'intégrale du sinus au carré on a justement
trouvé une expression qui reprend la méme valeur. Mais, les coefficients de cette intégrale d’une

coté et de l'autre de ’égalité ne sont pas les mémes, et on peut donc balancer la deuxieme
intégrale du coté gauche de ’égalité en obtenant

b b
2/{1 sin?(z)dx = /a 1dz — sin(b) cos(b) + sin(a) cos(a) = b — a — sin(b) cos(b) + sin(a) cos(a).

Ceci donne le résultat final

b, b—a 1 . 1 .
/ sin®(z)dr = 5 "5 sin(b) cos(b) + 5 sin(a) cos(a).

C’est qui la primitive associée a cette intégration ? si on considére le Théoreme fondamental du
calcul on sait que 'on trouve une primitive d’une fonction f si on calcule F(z) = [ f(t)dt. Il
suffit donc prendre ’expression qu’on a calculée et remplacer b par la variable x. Non seulement,
on a méme le droit d’oublier tout ce qui ne concerne que a et non pas b, car il sera une constante
par rapport a cette variable. On a donc

1 1 .

F(x) = —x — = sin(x) cos(z).

2 2
Comment peut-on vérifier que cela soit bien la primitive ? en la dérivant ! est-il obligatoire de le
faire 7 non, si on ’a trouvé grace a une méthode existante et rigoureuse, qu’on n’a pas inventée.
Cependant, on peut le faire quand on n’est pas str de notre résultat, et on peut le faire aussi
chaque fois qu’on ne veut pas détailler les passages intermédiaires pour arriver au résultat méme.
Ceci pourrait étre le cas soit quand ils sont trop longs, soit quand on doute de leur rigueur ou
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quand on est str de ’absence de rigueur (disons, quand on a triché). Donc on utilisera dans ce
cas nos calculs comme une aide a deviner une candidate primitive, et son étre primitive sera
montré en dérivant.

Ici on a 11 1 1 1
F'(x) = 373 cos®(z) + 3 sin?(z) = 3 sin?(x) + 3 sin?(x) = sin?(x).

Ezemple 3.4.4. Calculer [, : sin®(x)dz et déterminer une primitive de la fonction intégrande.

Ici aussi on a un produit, de la forme sin?(z) - sin(z), par exemple. Il faut choisir qui jouera le
role de f et qui de ¢’. Le role plus délicat est celui de ¢/, car il faudra intégrer cette fonction.
Normalement on est capable d’intégrer les deux, maintenant, mais c’est quand méme vrai qu’in-
tégrer le sinus plutét que son carré est plus simple, alors que pour le dériver la différence n’est
pas trop grande. Donc on pose f(x) = sin?(z) et ¢/(x) = sin(z). On a f'(z) = 2sin(x) cos(z) et
g(x) = — cos(z). Donc

b b
/ sin®(z)dx = / 2sin(z) cos?(z)dz — sin?(b) cos(b) + sin?(a) cos(a).
Il faut intégrer sin(z) cos?(x). On peut utiliser cos?(x) = 1 — sin?(x) et obtenir

b b b
/a sin®(z)dx = 2/{1 sin(z)dz — 2/a sin®(x)dz — sin?(b) cos(b) + sin?(a) cos(a).

Comme tout a l’heure, on peut ramener le terme en sinus au carré du co6té droit sur le coté
gauche, en trouvant

b b
3 / sind(x)de = 2 / sin(z)dz — sin?(b) cos(b) + sin?(a) cos(a)

= —2cos(b) + 2cos(a) — sin?(b) cos(b) + sin®(a) cos(a)

et finalement

b 2 2 1 1
/ sin®(x)dz = -3 cos(b) + 3 cos(a) — 3 sin?(b) cos(b) + 3 sin?(a) cos(a).
On vérifie dans ce cas aussi, en posant F(z) = —2 cos(x) — % sin?(z) cos(z).
2 2 1 2 1
Fl'(z) = 3 sin(z) — 3 sin(z) cos?(z) + 3 sind(z) = 3 sin(z)(1 — cos?(z)) + 3 sind(z) = sin®(x).

Le cas général peut étre approché par récurrence

Ezemple 3.4.5. Donner une formule récursive pour f;’ sin”(x)dz.

On appellera I,,(a, b) cette intégrale. Il s’agit de I'intégrale d’un produit, de la forme sin™~!(z) -

sin(z), par exemple. Le seul choix raisonnable est f(z) = sin® !(z) et ¢/(x) = sin(z). On a donc
f'(z) = (n — 1)sin"2(x) cos(x) et g(z) = — cos(x). Donc
b b
/ sin” (2)da = / (n — 1) sin™2(x) cos? (z)dz — sin™ (b) cos(b) + sin™(a) cos(a).

a

Pour le terme sin”~2(z) cos?(z) on peut utiliser I'astuce habituelle et obtenir

b b b
/a sin” (z)dx :/ (n—l)sin”*Q(az)dw—/ (n—1) sin"(x)dz —sin" 1 (b) cos(b) +sin" ! (a) cos(a).

a a

Ceci signifie
I.(a,b) = (n — 1)I,_1(a,b) — (n — 1)I,(a,b) — sin® 1 (b) cos(b) + sin™ ! (a) cos(a),

d’ou
n—1

1 1
I,(a,b) = I,—1(a,b) — - sin (D) cos(b) + - sin""*(a) cos(a).

Le méme résultat peut étre utilisé pour la recherche d’une primitive, en obtenant

-1 1
B By (@) — — sin" () cos(x).
mn

F,(x) =
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3.4.3 Des cas simples

Ici on regarde deux exemples qui ont la seule propriété en commun de ne pas demander trop de
travail : une intégration par partie qui n’a pas besoin de faire de la récurrence ou de ramener un
terme de 'autre coté et une fonction composée dont on peut deviner la primitive (et qui nous
sera utile pour introduire les changements de variables).

Ezemple 3.4.6. Calculer [ (f xsin(z)dzr et déterminer une primitive de la fonction intégrande.

On a un produit, on a envie de faire une intégration par partie. On veut transformer cette
intégrale en une intégrale plus simple. Ceci est possible car la fonction x se simplifie quand on
la dérive alors que la fonction sin(x) ne se complique pas. Posons f(z) = z et ¢'(z) = sin(z).
On a f'(z) =1 et g(x) = — cos(z). Donc

b b
/a zsin(z)dr = / cos(z)dx — beos(b) + acos(a) = sin(b) — sin(a) — bcos(b) + acos(a).

a

On vérifie dans ce cas aussi, en posant F'(z) = sin(z) — x cos(x).
F'(x) = cos(x) — cos(x) + zsin(z) = zsin(z).

k
Ezemple 3.4.7. Calculer [ (f Wda; et déterminer une primitive de la fonction intégrande (avec
b>a>0).

Ici le gros avantage est qu’on a le produit d’une fonction du logarithme fois la fonction 1/x, qui
en est la dérivée. Devinons la primitive : si 'on prend une puissance du logarithme en dérivant
on trouve bien une puissance du logarithme divisée par z. Il est facile de voir que ’exposant a
prendre sera un en plus par rapport a ’exposant dans I'intégrale. Le coefficient aussi peut étre
deviné. On pose Fj,(z) = In*™(z)/(k + 1). On a bien F}(x) = In*(x)/z. Bien siir, ce calcul ne
marche pas si k = —1. Ceci est normal, on ne peut pas calculer la primitive d’'une puissance avec
exposant —1 en rajoutant 1 a I’exposant, on le sait. On sait aussi que dans ce cas on trouverait
un logarithme. On essaie donc F_i(x) = In(In(x)), ce qui donne bien F’ {(z) = 1/z1n(x).

Apreés avoir trouvé les primitives, on peut facilement dire

k In*+1(h)—In*+1(a .
/bln (a:)dx: %, sik# —1,
a T In(In(d)) — In(ln(a)) sik=-—1.

3.4.4 Changement de variable d’intégration

L’exemple 3.4.7 nous donne une idée intéressante : si dans une expression a intégrer il y a le
logarithme qui apparait souvent, mais il y a aussi la dérivée du logarithme, alors on peut oublier
la partie avec la dérivée, regarde la fonction qu’on a composée avec le logarithme, en prendre la
primitive, et y mettre au dedans le logarithme dans le résultat. Ceci se peut généraliser.

En utilisant la convention f;’ f)dt :=— ;' f(t)dt sia > b, on a:

Théoréme 3.4.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et g : [c,d] — [a,b] une bijection
Ct. Alors on a

b g1 (b) ) d ,
[ swd= |7 rats)g()s = [ 1Gat)lg ).

Démonstration. Soit F' une primitive de f, qui existe grace au théoreme fondamental du calcul
(f étant continue). Considérons F o g : est-elle primitive de quelque chose ? oui, car elle est C*
(comme composée de fonctions C1) et elle est donc une primitive de sa dérivée. Sa dérivée est
bien s — f(g(s))g’(s). On a donc, pour tout x et y,

/x " F0(5)d (s)ds = Flg(y)) — Fg(x)).
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Si 'on prend z = g~ !(a) et y = g~*(b) on trouve

g~ 1(b) b

[ H s (s)ds = F) = F(a) = [ sy,
) a

ol la derniere égalité vient du Théoréeme Fondamental du Calcul et de ses conséquences. Ceci

montre la premiere partie de la theése. Pour conclure et voir

97 () d
[ He@)g' s = [ rlg()lg/(5)lds
g~ (a) c

il suffit de distinguer deux cas : comme g est une bijection continue (elle est C1), elle est
strictement monotone ; soit elle est croissante (et dans ce cas on a g(c) = a et g(d) = b, car
sinon on ne peut pas réaliser une bijection, et ¢’ > 0), soit elle est décroissante (avec g(c) = b
et g(d) = a et ¢’ <0). Dans le premier cas I’égalité est immédiate, dans le deuxiéme il y a un
double changement de signe, car l'intervalle résulte renversé mais |¢'| = —¢'. O

Ce théoreme peut étre utilisé dans deux directions : soit on doit intégrer une fonction composée
f(g(t)) multipliée fois g’ (c’est le cas de notre dernier exemple), et alors on passera a U'intégrale
de f tout court, soit on a une fonction f(¢) et pour quelques raisons on soupgonne que rem-
placer ¢ avec g(s) pourrait étre malin (il faut que dans le produit f(g(s))g’(s) il y ait quelque
simplification, sinon cela ne vaut pas le coup). Ce dernier cas sera développé dans l’exemple
suivant.

Ezemple 3.4.8. Calculer [ : V1 — z2dx et déterminer une primitive de la fonction intégrande
(avec =1 <a <b<1).

On fera le changement de variable suivant : = sin(y). La fonction ysin(y) est une bijection
croissante de [—m/2,m/2] vers [—1,1] et sa restriction a l'intervalle [arcsin(a), arcsin(b)] le sera
vers [a, b]. On appliquera le théoréme 3.4.1 avec f(t) = v/1 — t2 et g(s) = sin(s). Il faut remplacer
x avec sin(y), dx avec cos(y)dy et les bornes d’intégration. On a

/;de:/a

arcsin(b) arcsin(b)

1 — sin?(y) cos(y)dy = / cos?(y)dy

rcsin(a) arcsin(a)

(on a utilisé cos?(y) = 1 — sin?(y) mais cos(y) > 0 sur [—7/2,7/2] aussi). Il faut maintenant
calculer la primitive de cos?(y) mais cela on sait le faire. De la relation cos?(y) = 1 — sin?(y) on
tire que la primitive F' du cosinus au carré est donnée par

1 1 1 1
F(z) =2 — 3% + 3 sin(z) cos(x) = 3% + B sin(x) cos(x).

On a donc

b
/a V1—a22dx = %(arcsin(b)—arcsin(a))—l—% sin(arcsin(b)) cos(arcsin(b))—% sin(arcsin(a)) cos(arcsin(a)).

On remarque sin(arcsin(z)) = z et cos(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(x)) = V1 — 22 et on
continue :

b 1 1 1
/ V1—a2dx = §(arcsin(b) — arcsin(a)) + §b\/ 1—0— 50V 1—a?.

On peut déduire que une primitive de f(z) = V1 — 22 est donnée par F(z) = 1 arcsin(z) +
$2v/1— 22, Ce résultat peut étre vérifié en utilisant (arcsin)(z) = (1 — 22)~Y2 ce qui est une
conséquence de la formule pour le calcul de la dérivée d’une fonction réciproque.
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Dans 'exemple précédent on a directement cherché a calculer le résultat d’une intégrale sur un
intervalle [a, b] et on a bien fait attention a changer les bornes lors du changement de la variable.
Il faut faire attention quand on calcule une primitive aussi. Une écriture du type

/Mdl' = /0082(?J)dy

pourrait engendrer de la confusion et suggérer que la primitive de la fonction v/1 — 22 coincide
avec la primitive de la fonction cos?. Ceci n’est pas vrai, car il faut composer cette derniere
primitive avec la fonction réciproque du changement de variable, I’arcsinus dans ce cas.

On termine cette section par quelques remarques sur des fonctions moins connues que le sinus
et le cosinus mais qui peuvent étre aussi utiles dans ce genre d’intégrales.

On définit les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique par

e’ —e™ T et +e®

sinh(z) = ———; cosh(z) =

(r) = (0) =

Ces fonctions, qui sont définis tout a fait différemment (sauf si ’on consideére I'expression com-
plexe du sinus et du cosinus, sin(z) = (' — e™"*)/2 et cos(xz) = (" + e~ "*)/2), ont beaucoup
de propriétés similaires aux fonctions trigonométriques, qui peuvent étre vérifiées a la main.

On a notamment

sinh’ = cosh; cosh’ = sinh;
cosh?(z) — sinh?(z) = 1;

cosh(0) =1, sinh(0) =0;

ainsi que des formules d’addition similaires & celles trigonométriques. Dans tous les cas, il y a
des différences de signes.

Un changement de variable z = sinh(y) est tres utile pour le calcul d’une primitive de V1 + x2

ainsi comme z = cosh(y) pour vz2 — 1 (remarquer la différence de signe par rapport & I'exemple

précédent). Evidemment, dans le calcul explicite des primitives on trouvera les fonctions réci-

proques du sinus et du cosinus hyperboliques, qui peuvent étre obtenues en résolvant les équations
—e® et +e "

=y et ———=y

en mettant X = e”, résolvant une équation de seconde dégré, puis prenant le logarithme.

3.4.5 Fonctions rationnelles

Ezemple 3.4.9. Calculer ff #"';de et déterminer une primitive de la fonction intégrande
(il faut se placer sur un intervalle qui ne touche pas les zéros de dénominateur : par souci de

simplicité supposons ici 2 < a < b).

Pour trouver cette primitive on réécrira la fonction intégrande de maniere plus simple. Il est en
effet possible trouver des constantes A et B telles que
x+1 A B

x2—3x+2:x—1+x—2'

On verra apres quelles sont les critéres pour exprimer une fraction du type P(x)/Q(z) comme
somme de fractions plus simples, et ici on se contentera de trouver explicitement ces deux
constantes en résolvant un systeme. Pour que 1’égalité qu’on cherche soit vérifiée il faut imposer

r+1  Alx-2)+B(x-1)
22 —3r+2 2 -3 +2

)
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ce qui équivaut, en imposant 1’égalités des coeflicients de = et des constantes, a

1=A+ B,
1=-2A—-B.
La solution de ce systeme est A = —2, B = 3. On a donc
z+1 -2 3

w2—3w+2:x—1+x—2

et donc la primitive cherchée est donnée par

F(z)=—-2In(zx — 1) 4+ 3In(z — 2).

Ezemple 3.4.10. Calculer | ; igzldzn et déterminer une primitive de la fonction intégrande (la

aussi, par souci de simplicité, on supposera 1 < a < b).

On cherchera de faire une décomposition de la fraction intégrande qui s’inspire a celle de
I’exemple précedent. Pour commencer, cependant, on s’apercoit que, comme le numérateur a
un degré plus élevé que le dénominateur, il sera possible de sortir des termes de la fraction. On
a en effet 24 —2 = x(2® — 1) + 2 — 2 et donc

) +:U—2
=z )
3 —1 3 —1

On est bien capable de calculer une primitive de x et ce qui nous reste a faire est calculer une
primitive de la fraction qu’on a obtenu. L’avantage est qu'on a réduit le degré du numérateur.
Ceci peut étre toujours fait si 'on a P(z)/Q(z) et deg P > deg@ : grace a P = PQ + P»
(division euclidienne des polynémes avec un reste) on arrive a des fractions avec deg Py < deg Q.

Tout a I’heure on avait décomposé la fraction comme une somme de termes plus simples dont
les dénominateurs étaient les facteurs du dénominateur initial. Ici, si I’on veut faire une dé-
composition en facteurs de degré 1, il faudrait passer aux complexes et utiliser 23 — 1 =
(x —1)(x +1/2 —iv3/2)(x + 1/2 + i1/3/2). Pourtant, si le but est prendre des primitives plus
faciles et passer notamment aux logarithmes, ceci n’est pas trés utile car In(x +1/2 —iv/3/2) ne
signifie rien! On est donc forcé & garder la décomposition réelle (3 — 1) = (z — 1)(2? + = + 1).
Il ne sera pas possible alors d’espérer de trouver une décomposition du type

T —2 _
-1 x—-1

+Bx’+ax+1

car le résultat a droite ne dépende que de deux parametres, alors que a droite on aurait pu avoir
a priori n’importe quelle fraction P»/Q avec deg P, < 3 (un résultat qui dépend donc de trois
parametres, les trois coefficients de Ps).

La décomposition qui sera vrai sera par contre la suivante :

Tz —2 A Br+C

3:3—1_x—1+x2—|—x+1'

Pour calculer les coefficients A, B et C' (et au méme temps démontrer leur existence, car on n’a
pas évoqué des théoremes généraux qui l’assurent) il faut imposer

r—2=A@*+2+1)+ (Bx+C)(z—1),

ce qui signifie
0=A+B,
1=A-B+C
—2=A-C.
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Ici aussi la solution est simple (il suffit de trouver A en sommant les trois lignes) : A = —1/3,
B =1/3 et C = 5/3. On ne détaillera pas tous les calculs ici mais on veut seulement montrer
comment on peut intégrer les fonctions qui apparaissent. Il n’y a pas de problemes a intégrer
A/(x — 1), qui donnera lieu & un logarithme. Concernant la partie (Bz + C)/(z* + x + 1), on
commence en écrivant le numérateur comme A(2x+1)+p (ce qui est possible en prenant A = B/2
et 4 = C — B/2). Pourquoi? parce que la premiére partie est facile & intégrer. On a en effet la
fraction (2z+1)/(z%+x+1), qui a la propriété que le numérateur est la dérivée du dénominateur.
Chaque fois qu’on a u'/u la primitive est In(u) et ceci est facile a vérifier en dérivant. Ici on
aurait donc AIn(z? + 2 + 1). Il nous reste a trouver une primitive de 1/(z% + x + 1).Plus en
général on vourrait trouver une primitive de toute fraction du type

1
polyome de degré 2 sans racines réelles’

Le cas typique est celui de la primitivel /(1 +z?), qui est donnée par la fonction arctan(z). Tout
autre cas peut se ramener a celui-ci, grace a une écriture du type
1 3
2 2
z+r+l=(x+ = —
tao+l=(z+5) "+
et plus en général
Q(z) = c1(x — z0)? + co.

11 est toujours possible écrire un polynéme de degré deux sous cette forme (on trouve ¢; d’apres
le coefficient de z2, puis zg pour faire en sorte que le double produit du carré égalise le terme
en x, puis ¢y par différence). Dans le cas d’un polynome sans racines réelles on aura cica > 0.
Ceci dit que, & un coefficient pres, on peut se ramener & z2 + 1. Ici on a

En composant tous ces résultats on peut trouver une primitive de la fonction donnée et en
calculer l'intégrale. Dans le résultat il y aura un polynoéme (qui vient de la partie qui est sortie
de la fraction), un logarithme de x — 1, un logarithme de 2% + z + 1, une arcotangente.

On verra un dernier exemple et on donnera en suite une recette pour intégrer toute fonction
rationnelle.

a
Il est encore sous-entendu que l'intervalle ne touche pas les zéros de la fonction. De plus, on

met 1 au numérateur par simplicité car on a vu que la technique a utiliser dépend fortement
du dénominateur et de sa factorisation, et le numérateur n’influence que les constantes qui
apparaissent dans les fractions plus simples qu’on va trouver.

Ezemple 3.4.11. Calculer [ b 2:3%1)2(&: et déterminer une primitive de la fonction intégrande.

Ici le probleme est que la factorisation du dénominateur ademt des facteurs multiples. En effet
on a

(=12 =(z -1 +2+1)?2 =@ -D-1)@*+z+ 1)@ +z+1).
Si on cherchait d’écrire
1 A B Cx+ D Ex+ F

(a:3—1)2:x—1+x—1+x2+x+1+x2+x+1’
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on s’apercevrait que le résultat a droite ne dépend que de A+ B, C' + E et D + F, donc d’'un
nombre trop petit de variables. O n ne pourra pas s’en sortir comme ¢a, par conséquent.

Dans le cas de facteurs multiples la décomposition est un peu plus subtile. On peut écrire

1 A n B n Cx+D n Ex+ F
(3-1)2 2-1 (z—-12 224+2+1 (22+2+1)2

c’est-a-dire on obtient une décomposition avec des fractions dont les dénominateur ont les fac-
teurs du dénominateur original @(x), & une puissance qui va de un jusqu’a la puissance qu’on
voit dans ), et dont le numérateur est une constante s’il s’agit d’'un facteur de premier degré et
un polynoéme de degré un si le facteur est de degré deux.

En résolvant le systéme on peut voir qu’il admet une solution unique et la trouver. On s’intéresse
maintenant & montrer que toute fraction qu’on a écrite est facile a intégrer. C’est évidemment
le cas de 1/(x — 1), qui donne lieu & In(z — 1), et de 1/(z — 1)?, qui donne lieu & —1/(x — 1).
On a déja vu comment traiter (Ax + B)/(z% + 2 + 1), en le décomposant en une partie avec
(2z+1) /(2?2 + 2 +1), qui donne In(z2 +x + 1), et une avec 1/(z2 4z + 1), qui donne un résultat
du type ¢y arctan(ca(x — xg)). Il nous reste la derniére fraction. La aussi on peut dire Ex + F =
A2z 4+ 1) + p (toujours grace & la division de polyndmes). La partie avec (2x +1)/(2? + 2 +1)2
donne tout simplement —1/(2?+x+1). Pour 'autre il faut faire le méme changement de variable
qui passe par I'écriture de 2% + z + 1 comme ¢; + c2(z — z0)? et qui nous ramene a 1/(1 + x2)?
et se référer a ’exemple suivant.

Ezemple 3.4.12. Donner une formule récursive pour [ (f mdm

On appellera I,(a,b) cette intégrale, qu’on sait calculer pour n = 0 et 1. On cherchera une
relation entre I, et I,11. On a

b 1 b 1+ x2 b X
/a md]} :/a W(jl’ = In+1(a, b) +/; xmdfﬂ

On intégrera par partie la derniére expression, en prenant f(z) = z et ¢'(z) = x/(1 +2%)"*1, ce
qui donne f'(x) =1 et g(x) = —(1 +22)7"/(2n). On a donc

a

b b
/ x( x d 1 / 1 d b a :In(a,b)_ b

14 a2)ntl ™

Ceci nous dit

1 b a
= in 0) = In(a,0)(1 — — B :

2n

On peut résumer la recette qu’on a construit avec les derniers exemples.
Recette pour l’intégration d’une fonction rationnelle P(z)/Q(x) :

— diviser P par @) en obtenant P = P1Q + P» et donc P(z)/Q(x) = Pi(x) + Pa(z)/Q(x);

— P est facile a intégrer ;

— factoriser Q sous la forme Q = Q' - -+ - QU Qymh! - - Q¥ ol les Q; avec i < m sont
des polyndomes de degré un et les ); avec ¢ > m + 1 sont des polynémes de degré deux sans
racines réelles ; les correspondants «; leurs exposants dans la factorisation ;

— écrire

P2(x) — Al’l +...+&+...+ﬂ+...+m
Q(z) Q1(z) Q1(z)™ Qm(z) Qm ()
+Am+1,1 + Bm-‘t-l,l':v 4o Am+1,am+1 + Bm+1,am+1x +
Qerl(x) Qm+1($)am+l
Apa + Bz | Apoy + Broya
Qr(v) Qr(x)r 7
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c’est-a-dire en mettant au dénominateur tous les facteurs @); et en les prenant a une puissance
entre un et leur «;, et au numérateur soit des constantes (si deg Q; = 1), soit des polynémes
de degré un (si deg@Q; = 2);

— tous les termes du type A/Qf avec deg); = 1 sont faciles & intégrer et donnent soit un
logarithme (/3 = 1), soit une puissance négative de Q; ;

— tous les termes du type (A + Ba:)/QiB avec deg Q; = 2 se décomposent en /\Qg/Qf + ,u/Qi’B.

— tous les termes du type \Q}/ Qiﬁ sont faciles & intégrer et donnent soit In(Q;) (si 8 = 1), soit
une puissance négative de Q) ;

— pour les termes M/Q? on utilise Q;(z) = ¢ + ca(x — z0)? pour se ramener & 1/(1 4 22)% & des
coefficients pres, et puis on utilise le résultat de récurrence de I'exemple 3.4.12

3.4.6 Fonctions rationnelles de fonctions trigonométriques

On montre maintenant une technique pour transformer pas mal d’intégrales avec les sinus et les
cosinus en d’intégrales de fonctions rationnelles.

i03 _ 4 . e e .
Ezemple 3.4.13. Calculer [ ; Sin(i?c(g:()w)fgc(og(x) dx et déterminer une primitive de la fonction
intégrande.
L’idée pour calculer cette intégrale (qu’on ne développera pas en détails) et la suivante : le sinus
et le cosinus peuvent s’exprimer assez bien a l’aide d’une quantité magique commune, qui est
t = tan(xz/2), et cela donne lieu & un changement de variable assez puissant.

On a

sin(z) = 2sin(z/2) cos(z/2) = 2tan(x/2) cos®(x/2) = 112

grace a I'égalité cos? = 1/(1 + tan?). De méme, on a

2
sin(z) = cos?(x/2) — sin®(x/2) = cos?(x/2) (1 - tanQ(ac/Q)) = 1;;,
Faisons donc le changement de variable t = tan(z/2), qui implique z = 2arctan(¢). Il faut
remplacer tous les sinus et les cosinus par les expressions qu’on a trouvées, qui sont des fonctions
rationnelles de . De plus, il faut remplacer dz par 2dt/(14-t2), grace a la formule de changement
de variable qui fait apparaitre une dérivée. Celle-ci aussi est une fonction rationnelle de ¢. Dans
notre cas on se ramerait a une intégrale du type

() - (58) oa
/ 2(1—12)

()T

(1+t2)2

Comme 1 + t? apparait au dénominateur un peu partout, il est possible de le simplifier dans
pas mal d’endroits. Attention : on pourrait se demander comment peut-on obtenir des sinus
et des cosinus quand on calcule cette primitive et on la rédérive, si dans les formules pour les
fonction rationnelles ils n’apparaissent jamais. . .la réponse est évidemment qu’il faut faire gaffe
aux bornes, car il faut remplacer a par tan(a/2) et b par tan(b/2).

3.5 Applications des intégrales aux développements limités

On termine le long discours sur les intégrales avec deux applications aux DL. La premiere sort
de la question suivante : on connait les DL de la fonction 1/(1 + z2)

1

m =1- .’E2 + $4 — CCG + -+ (_1)%1:2” + O($2n+1).
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Peut-on déduire d’ici les DL de sa primitive, la fonction arcotangente ? On imagine trouver

3 5 7 2n+1
arctan(:v):x—%+%_%+...+(_1)nx

2n+2
a1 T

La réponse est oui et elle est assez générale.

Théoréme 3.5.1. Soit f : A — R une fonction qui admet un développement limité d’ordre
n au point xg € A : f(x) = p(z) + o((x — xo)™) avec p un polynome de degré n. Soient F
et P des primitives de f et p, respectivement, avec P(xg) = 0 (c’est-a-dire on a forcement
P(z) = [ p(t)dt). Alors on a le DL suivant

F(x) = F(x0) + P(x) + o((x — zo)™ ).
Démonstration. On veut montrer limg_, %w = 0. Soit H(z) = F(z)—F(z9)—P(x).
On sait H(xzg) =0et H'(z) = f(x) —p(z). Comme on a f(z)—p(x) = o((x — z0)"), on peut dire
que pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que, si |y — zg| < §, alors |H'(y)| < |y — xo|™. Prenons
maintenant x €]zg—J, x9+0[. Grace au théoréme des accroissements finis on a |H (z)| = |H(x) —
H(xo)| = |x — xo||H'(§)| avec & €]xg, x[Clzo — I, 20 + §[. Donc |H'(§)| < €€ — xo|™ < e|lx — xo|™
et finalement |H (x)| < |z — zo|""!. Ceci montre exactement que la quantité H(z)/(x — zo)" "
tend vers zéro lorsque x — x¢ et conclut la preuve. O

Derniere application des intégrales, la fameuse Formule de Taylor avec reste intégrale, qui est
celle, parmi les Formules de Taylor, qui donne l’expression du reste la plus précise. Dans la
formule de Taylor-Young on avait en fait un terme en o((x — x¢)™), qui n’est guére précis mais
donne seulement des informations sur son comportement local autour de zg; la formule de
Taylor-Lagrange donnait une vraie égalité mais avec un terme f"1(&)(xz — 29)" ! /(n + 1)!, ot
le point £ n’est pas precisé; cette formule donnera par contre une égalité explicite. Par contre,
elle demandera plus de régularité pour pouvoir I'appliquer.

Théoréme 3.5.2. Soit f € C"1(A) et xg € A. Alors pour tout x € A on a

xT

£(2) = (o) +f (@o)(z—a0)+5 " (w0) @0+ 4 1) (wo) (w—0)"+ [ @ty

zo

Démonstration. Le théoréme sera démontré par récurrence sur n. Si n = 0 il faut démontrer que
pour toute fonction C! on a f(x) = f(zo) + Jo f'(t)dt et ceci est vrai comme conséquence du
théoréme fondamental du calcul. Le fait que f’ soit continue est justment la bonne hypothése
pour l'appliquer.

Supposons que le résultat soit vrai pour un certain rang n. Passons au rang suivant : il faut
prendre f € C"*2(A). Mais alors f € C"*1(A) et on peut appliquer le résultat au rang n. On
obtient bien

xT

(&) = Jxo)+f o) (=) + 5 /" (@) w—w0 )+ +- S (@) w—0) ™+ [ (o—t)" D 0yt

Zo

Dans la derniere intégrale il y a un produit qu’on peut traiter grace a une intégration par partie.
Soit h(t) = fH(t) et ¢/(t) = (z — t)™. Grace a I'hypothése f € C™2(A) la fonction h est C!
et on a h/(t) = f(+2)(t), ainsi que g(t) = —(x — t)"T'/(n + 1).

xT

/zj (z — t)nf(nJrl)(t)dt _ /aj (x n—f_):-i'l f(n+2) (t)dt — [f(nJrl)(t) (in_j):;'l

Y Al ) KRy (1) (@ = 20)"F!
= /xo niﬂf 2 (t)dt + ft (%)W
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Par conséquent on peut transformer 1’égalité d’en haut en

F@) = Fao)+ F @) —w0) + o @) — a0+t ) - )"
1
+(n +1)!

xT

FHD (o) (@ — o)™+ + <n+11>' / (@ — )"+ 2 (2 dt

o
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Chapitre 4

Equations différentielles

Dans ce chapitre on va s’occuper d’un type d’équations, tres courant en mathématiques mais
encore plus dans les applications, ou 'inconnue est une fonction et la condition qu’elle doit
satisfaire est une égalité concernant la fonction et ses dérivées, égalité qui doit étre satisfaite
partout sur le domaine de définition de la fonction. Bien évidemment, pour que cela ait un sens,
il faut chercher parmi les fonctions de classe C* avec un k suffisamment grand pour que toutes
les dérivées qui apparaissent dans I’équation soient bien définies.

Un exemple typique d’équation différentielle pourrait étre le probleme “chercher une fonction
qui coincide avec sa dérivée", c’est-a-dire résoudre f’ = f. Ce probléme a une solution évidente
(Pexponentielle, comme on sait bien si on connait toutes les blagues débiles sur les fétes de
fonctions ou 'exponentielle est bien siire que I'intégrer ou la dériver ne lui ferait rien). On peut
quand méme se demander si celle 1a est la seule solution (réponse : non, car f(z) = 2e* lest
aussi) ou si toute solution est un multiple de I’exponentielle (réponse : oui, mais pourquoi ?).

Un autre exemple, qui est tout a fait courant en physique, est celui de I’équation de 'oscillateur

harmonique f” = —f. Ici les solutions sont des sinus et de cosinus.

Dans ce chapitre (et dans les trois cours qui seront dédiés a ¢ga en amphi) on s’occupera principa-
lement de technique de calcul des solutions. Les questions d’existence, unicité et des propriétés
qualitatives des solutions dans des cas ou ’on n’est pas capables de les trouver explicitement ne
seront pas traitées et il faudra attendre les cours de deuxieme année.

L’équations dans sa forme la plus générale sera du type

F(z, f(x), f'(z), f"(2),...; f(n)(x)) =0, pourtoutwzed; f:A—R.

La plus part des techniques qu’on verra auront le but de trouver en général toutes les solutions
(qui, comme on a vu, ne sont pas uniques) de I’équation. Parfois, on se concentrera par contre
(ce qui est le bon cadre pour les théorémes le plus abstraits auxquels on ne touchera pas) sur ce
qui s’appelle le Probleme de Cauchy : chercher f: A — R, solution de

F(z, f(z), f'(z), f"(@),...; [ (2)) = 0;
f(z0) = uo;

f'(x0) = ui;

F D (20) = up_1;

ol A est un voisinage de zo. Le fait de donner les valeurs de f et des dérivées jusqu’a la
(n — 1)—iéme est naturel : si on en donne plus on risque d’étre contradictoire avec I’équation ;
non seulement, grace a I’équation on arrive en général a déduire la valeur de la dérivée successive
(la n—iéme) et, en dérivant, des successives encore. Ceci montre que c’est justement a partir
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de cette quantité de données qu’on arrive a déduire des informations en plus sur une solution
éventuelle et qu’on peut espérer un résultat d’unicité.

4.1 Equations linéaires a coefficients constants

4.1.1 Equations homogénes

On commencera par le cas le plus simple, celui des équations linéaires homogenes a coefficients
constants, c’est a dire des équations du type

anf (@) + an 2 fO7V (@) + o+ f (@) + a0 f(2) = 0. (1)

w__ « «

Le mot “homogene” se réfere au fait qu’on 0” et non pas “= g(z)”, et I'expression “ a
coefficients constants" au fait que les a; ne sont pas des fonctions de la variable x mais des
nombres.

Sur ce genre d’équations un résultat trés important est le suivant :

Théoréme 4.1.1. L’ensemble des solutions de ’équation (4.1) est un espace vectoriel de di-
mension n, sous la condition que a, soit non nul.

On ne donnera pas la démonstration de ce théoréme, mais on se limitera a le commenter, de
fagon a suggérer qu’il est raisonnable.

D’abord il est facile de voir que si f; et fs sont solutions alors toute combinaison linéaire
A1f1 + Ao fo lest aussi. Ceci montre que cet ensemble est un espace vectoriel.

Puis on utilisera un résultat d’existence et unicité concernant le Probleme de Cauchy, qu’on
ne va ni préciser ni évoquer plus que ca ici. En utilisant ce résultat, on peut bien voir que la
correspondance f +— (f(zo), f'(20),- .., f" D (x0)) est bijective si restreinte & ’ensemble des
solutions de (4.1). De plus, elle est linéaire. Et son espace d’arrivée est un espace vectoriel de
dimension n. Ceci montre que ’ensemble des solutions ’est aussi.

Ce résultat apparemment théorique est en vrai tres utile pour la recherche des solutions. En
effet, si jamais on trouve n solutions f,..., f, différentes et indépendantes de (4.1), apres elles
forment certainement une base de I’ensemble des solutions et toutes solutions s’écrivent comme

w1 Aifi. Les coefficients A;, dans le cas d’un Probleme de Cauchy, peuvent se trouver en
imposant les conditions initiales (ce qui revient & résoudre un systéme linéaire).

On regarde maintenant une méthode précise pour résoudre ce genre d’équations.
Etape 1 : chercher des solutions du type e*?.

Le solution sous la forme d’exponentielle sont faciles & détecter car f(z) = e résout (4.1) si et

seulement si . .
0= Z aiNeM = AT (Z ai)\i> = AP()),
i=0

i=0
ot P est le polynome associé & I'équation (4.1), donné par P(z) = Y7 a;z".

Comme le facteur exponentiel e** n’est jamais nul, pour trouver une solution ce qu’on doit
regarder est si A est une racine de P (si P(\) = 0).

Dongc, premiere chose a faire : écrire le polynéme associé et en trouver les racines.

Etape 2, premier cas : les n racines sont distinctes
Si le polynéome admet n racines distinctes Aj,..., A, on a fini : les fonctions f;(z) = eM? sont
solutions de I’équation et sont une famille indépendante. Donc on trouve toutes les solutions

sous la forme 37 | A;e*i®. Si notre but était de trouver toutes les solutions alors on a fini, elles
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sont toutes les fonctions de cette forme. Si par contre on veut résoudre un probléme de Cauchy
ou l'on a des conditions en plus sur la fonction & chercher (valeur en plusieurs points. ..) il faut
qu’on cherche les valeurs des coefficients A; de fagon a satisfaire ces conditions.

Ezemple 4.1.1. Résoudre

f"=r
f(0) =0;
F(1) = 1.

Le polynome associé a I'équation f” — f = 0 est P(z) = 22 — 1 et ses racines sont 1. Les
fonctions e” et e~* forment ainsi une base de ’espace des solutions de I’équation. Toute solution
est donc de la forme Ae®” + Be *. Il faut qu’on impose les conditions sur f(0) et f(1). Ceci
signifie

A+ B =0;

Ae+ Be ™t =1.

La solution de ce systéme est A =e/(e? — 1), B = —¢/(e? — 1).
On en tire que la fonction f cherchée est la fonction

flz) = 62%169” —ee? —1e7 7.

Par souci de complétude, on met une démonstration de 'indépendance des solutions exponen-
tielles.

Proposition 4.1.2. Soient (X\;)i=1,..n, des réels distincts. Alors les fonctions (e’\”)izl,“m
forment une famille indépendante.

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut supposer \; < Ao < - -+ < A,. Supposons par
I’absurde qu’il existe une combinaison linéaire nulle des exponentielles. On aurait

n
Z Aie)\ix = 0,
i=1

n—1
eMn® (An + Z Aie()‘i)‘")x> =0,

=1

n—1
A, + Z Aie()‘ii/\")x.
=1

En passant a la limite pour x — +o00, comme tous les coefficients (A; — \,,) sont négatif, on
trouve limg_, oo Z?;ll A;eri=An)r — (), Par conséquent on en déduit A, = 0. En recommencant
le raisonnement avec A,_1 on trouve au fur et a mesure que tous les coefficients sont nuls, ce

qui démontre que la famille est indépendante. ]

La démonstration qu’on vient de donner est assez élémentaire mais malheureusement utilise
Iordre sur les );. Ceci signifie qu’elle ne peut pas étre appliquée aux complexes. Et nous, tout
ce qu’on veut faire, doit pouvoir s’appliquer a C car seulement dans ce cas on est capables
de garantir toujours ’existence des racines et donc de pouvoir arriver justement a n fonctions
indépendantes. On donne donc une autre démonstration.

Proposition 4.1.3. Soient (\;)i=1,...n, des complezxes distincts. Alors les fonctions (M)

forment une famille indépendante.

i=1,...,n
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Démonstration. Supposons par ’absurde qu’il existe une combinaison linéaire nulle des A partir
de
n
Z AieAix =0
i=1

on peut dériver et obtenir donc

n
Z Aie)‘ix = 0,
i=1

n
Z AiAieMl‘ = 0,
i=1

En calculant toutes ces expression (jusqu’aux dérivées (n — 1)—iémes) en x = 0 on trouve

n
pour tout j < (n—1) > AX =0.

=1

Ceci signifie que si M est la matrice M;; = )\g_l et A le vecteur (A, Ag,..., A,) alors on a
M A = 0. Pourtant la matrice M est une matrice de Vandermonde et on sait qu’elle est inversible
si tous les \; sont distinctes (notamment on sait, et c’est facile a calculer, que son déterminant
est égal & I, (A; — A\p)). Donc on trouve A = 0 et 'indépendance est montrée. O

Etape 2, deuxiéme cas : les n racines ne sont pas distinctes

On téache ici de généraliser la méthode au cas ou les racines ne sont pas distinctes. On sait n fait
qu’on polyndéme admet toujours des racines dans le corps C et qu’on peut donc le décomposer
en tant que produit des facteurs (z — \;), les nombres (complexes) \; étant ses racines. Pourtant,
il se peut que 'un de ces facteurs (z — \;) apparaisse plusieurs fois. Dans ce cas, on dit que le
correspondant \; est une racine multiple et on appelle multiplicité de A; 'exposant du facteur
correspondant dans la factorisation du polynéme. On peut donc dire que A est une racine de
multiplicité k si

P(z) = (z — M)*Q(x), mais P n’est pas divisible par (z — A)F*L.

Supposons maintenant que A est une racine de P de multiplicité k. On a alors que, non seule-
ment e est une solution de (4.1), mais que ze™, x2eM . 2k 1eM le sont aussi. Ceci sera
formellement montré dans le lemme 7?7 suivant.

Pourquoi on s’arréte a k — 17 les raisons sont deux. D’abord car si on continuait on trouverait
des fonctions qui ne sont plus solution. Et ceci est déja une bonne raison. De plus, car dans
un cas de racine multiple on se retrouve avec moins de racines et notamment on a remplace k
racines distinctes par la seule racine . Il faut donc qu’avec A on produise k solutions différentes
et indépendantes. C’est justement en s’arrétant a k — 1 qu’on en a créées k (on ne prouvera pas
ici 'indépendance, pourtant).

En général on peut donc dire qu’une base des solutions de (4.1) et composée par

h Az
e ); ).
b T
( )2 h<mult(X;)

Toute solution est donc de la forme

i Z Aivhxhe)‘ix.

=1 h<mult(X;)
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Observation 4.1.1. Dans tous ces calculs, ils ne faut pas avoir peur d’utiliser les nombres com-
plexes. chaque fois qu'une exponentielle d’un nombre complexe apparait, il faut se souvenir de
sa signification : e'? = cos ¢ 4 isin ¢; et = e (cosb + isinb).

De plus, il peut se passer que pour trouver une solution d’'une équation a coeflicients réels, dont
les données initiales sont réelles, on doit passer par des complexes : les coefficients inconnus A;
étant complexes eux-aussi, ils ne faut pas s’inquiéter, car il donneront lieu & des simplifications
en faisant disparaitre la partie imaginaire.

En alternative, on a le droit de remplacer les exponentielles complexes par des sinus et des
cosinus, grace au fait que les fonctions de la forme

Ae(a—i—ib)x + Be(a—ib)x7 A,BeC

coincident avec les fonctions de la forme
Ce* cos(bx) + De** sin(bzx), C,D € C.

Il et par exemple bien connu que les solutions de 1’équation f” + f = 0 sont les sinus, les cosinus
et leurs combinaisons linéaires, et ceci ne demande pas forcement de passer par e** et e™**.

Lemme 4.1.4. Si P(z) = (z — N\)*Q(2) alors les fonctions x"e*® avec h < k — 1 sont solutions
de ’équation homogéne.

Démonstration. La preuve sera tres formelle et abstraite. Appelons D 'opérateur qui associe a
chaque fonction sa dérivée. D? sera I'opérateur qui associera la dérivée seconde, 3D + D? + 1
celui qu’a f associera 3f'+ f” + f etc... Avec et opérateur et ses puissances on peut créer toutes
les dérivées et des combinaisons de dérivées. Pour qu’'une fonction f soit solution de I’équation
il faut que P(D) appliqué a f fasse zéro. Considérons d’abord ’action de D — X sur une fonction
du type z"er :

(D — \)(2"e??) = ha 1A 4 Aah et — Axher” = pah~lee,

Ceci montre que cet opérateur, si il prend une fonction du type z"e**, la transforme en une
fonction du méme type, en baissant l’exposant de x et en multipliant fois un coefficient. En
appliquant plusieurs fois l'opérateur on arrivera, aprés h itérations, a une fonction du type
CeM . qui sera annulée par itération suivante. Donc, si le h initiale est inférieur au nombre
d’itérations de D — ), le résultat final est nul.

On peut vérifier que le regles usuelles de calcul avec le polynéme sont vraies pour ces opérateurs
différentiels et donc quand on fait P(D)(f) on peut treés bien faire Q(D)(D — M)¥(f). Toute
fonction f(z) = z"e** avec h < k — 1 est donc solution de P(D)(f) = 0. O

quelque chose qu’on peut suivre mieux, de maniere moins abstraite, mais qui aussi important
est la proposition suivante, qui sera démontrée en reprenant la preuve de la Proposition 4.1.2

Proposition 4.1.5. Soient (\;)i=1,..n, des réels distincts et n; des nombres naturels. Alors les
fonctions (acje)‘ix)i:17,,,,n,j§m forment une famille indépendante.

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut supposer \; < Ag < - -+ < A,. Supposons par
I’absurde qu’il existe une combinaison linéaire nulle des exponentielles. On écrit

Z Ainje)\ix = 0.

i<n, j<ng

Puis on va définir (ig, jo) de la maniére suivante :
ip =max{i : 35 : A;; # 0}, jo=max{j : A ; # 0}.
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En reprenant la stratégie de la Proposition 4.1.2 on peut écrire

A P > Ay jad oz No)r | — 0,
i<n, j<ny, (i,5)#(i0,50)
Aig jo = — 2 Aj g 0N )

1<n, j<n;, (17])75(7’07]0)

En passant a la limite pour x — 400, tous les termes a droite tendent vers 0 par croissance
comparée, alors que A; j, a été choisi de manicre a étre non nul. Ceci donne une contradiction
et démontre qu’il n’y a pas de combinaison linéaire nulle (sauf celle avec tous les coefficients
nuls). O

4.1.2 Equations non homogeénes

On passe maintenant au cas des équations du type
anf (@) + an1 fO7D (@) + -+ arf'(2) + ao f(2) = g(2). (4.2)

Ces équations présentent pas mal d’analogies avec les équations homogenes. Mais il y a des choses
qui ne sont plus vraies. Notamment, ’ensemble des solutions n’est plus un espace vectoriel. Ceci
est évident car la fonction nulle n’y appartient pas. Et tout espace vectoriel contient 0.

Pourtant, ce qui est vrai est le suivant

Proposition 4.1.6. Si fi et fo sons solutions de (4.2), alors fi — fo est solution de (4.1).

Ce résultat ne mérite d’étre démontré, il suffit de faire la différence entre I’équation satisfaite
par fi et celle satisfaite par fy. On en tire le critére suivant pour résoudre (4.2) : d’abord il faut
chercher une solution quelconque fy de ’équation, qui ne satisfasse pas forcement les données
initiales ou les conditions en plus qu’on a éventuellement, puis on cherche des solutions du type
fo+ f, ou f est une solution de (4.1) que l'on peut trouver d’apres la méthode précédente et
qui dépendra de n parametres, qui seront a choisir de facon a satisfaire les données.

La recherche de fj est ce qu’on appelle la recherche d’une solution particuliere mais en fait fj
n’est pas vraiment une solution particuliere, plutét une solution quelconque, et évidemment n’est
pas unique. N’'importe quelle solution de I’équation pourrait marcher et 'idée c’est de chercher
la plus facile.

Dans des cas faciles il est possible de la deviner, comme dans les suivants.

Ezemple 4.1.2. Considérons I’équation f” + f = 2. On peut donc choisir fy = 2.

Ezemple 4.1.3. Considérons ’équation f” + f = e*. On peut donc choisir fo = %ew.

Ce dernier exemple est a la base de la méthode suivante qu’on détaillera, qui peut marcher
chaque fois que g est le produit d’un polynéme et d’une exponentielle.

Méthode pour la recherche d’une solution particuliére si g(z) = Q(z)e?®

Comme d’hab dans cette section, on donnera pas de justifications théoriques aux méthodes qu’on
va détailler. La meilleure interprétation de ca est la suivante : utilisez ceci comme des suggestions
pour trouver des solutions; en faisant les calculs, vous verrez que vous en trouvez bien une!

Pour chercher une solution de .
> aifD(z) = Q(z)e™
i=0

on la cherchera parmi les fonctions du type fo(z) = R(x)e*®, ot R est lui aussi un polyndme.

Ceci restreint déja ’étendue de la recherche, mais pour se ramener a chercher seulement un petit
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nombre de parameétres, on veut donner des estimations sur le degré du polynéme R. Et voila
deg(R) < deg(Q) + multp(A),

c’est-a-dire qu’on cherche R parmi les polynodémes dont le degré est borné par la somme de celui
de @ et de I'éventuelle multiplicité de A en tant que racine de P. Exemple, si ’équation est

f'(x) +2f"(x) + f(x) = (x +2)e”",
alors on a
P(z) = 2242241 = (z + 1)2; Qx)=z+2, deg(Q) =1, A= —1, multp(\) = 2.

Il faudra alors chercher R parmi les polyndémes de degré 1 + 2 = 3. On cherchera donc une
solution du type (az® + bx? + cx + d)e~®. Pourtant on sait que les termes du type (cx + d)e™®
sont justement solutions de I’équation homogene, ce qui implique que les mettre ou non dans
une solution particuliere est indifférent (car ils e changent pas le résultat). Donc il vaut mieux
chercher des solutions du type (az® + bx?)e™®. De toute facon, en rajoutant les solutions de
I’homogene, on récupérera les termes en (cx + d) aussi. Comme ¢a le nombre de parameétres
reste toujours le méme.

Observation 4.1.2. De la nature linéaire de 1’équation on tire que la méme méthode peut étre uti-
lisé chaque fois qu’on a un terme du type g(x) = Ql(x)e)‘lz +Q2 (w)e)‘”, en trouvant séparément
deux solutions particulieres f; et fo qui résolvent

S aif (@) = Qi) S aifs? () = Qa(x)e,
1=0 1=0

ce qui entraine

n

S ailfi+ f2)P (@) = g().

i=0
Observation 4.1.3. Avant de faire un exemple, une remarque sur les fonctions trigonométriques.
Le méme raisonnement marche pour des cas ou ’on remplace les exponentielles par des sinus
ou des cosinus. On peut notamment utiliser Q(z)sinkzr = Im(Q(z)e™?* et Q(x)coska =
Re(Q(z)el™)* (si Q est A coefficients réels) ou bien

e(zk)m _ e—(ik)x e(zk)m + e—(ik)x

Q(z)sinkzr = Q(x) 5; ; Q(z)coskxr = Q(x) 5

Dans le premier cas il suffit de résoudre I’équation avec e*** et puis prendre la partie réelle (ou
imaginaire) de la solution. Dans le deuxiéme il faut par contre se référer a la remarque précédente
pour gérer la somme de deux termes produit de polynéme et d’exponentielle.

Ezemple 4.1.4. On considérera ’équation suivante.
f"(z) + f(x) = (x + 1) sinz.
Gréace a 'observation 4.1.3, on peut voir ¢a comme
(@) + f(z) = Im (@ + 1)ei") .
On cherchera une solution fy de 1’équation (complexe)
f'(@) + f(z) = (z + 1)e',

oit 'on a A = i qui est une racine du polynéme P (P(z) = z? + 1) de multiplicité un. Le
polynome @) étant de degré un, on cherchera donc R de degré deux. Mieux, on le cherchera du
type ax? 4 bx. Pour que fo(x) = R(x)e™™ soit solution il faut calculer ses dérivées

fo(x) = R'(z)e™ +iR(z)e™;  fY(x) = R"(x)e™ + 2iR(x)e™ — R(z)e™.
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e imposer que ’équation soit satisfait, donc
(R"(z) + 2iR (x)) e = (z + 1)e™.

Ceci impose ’équation R”(z) + 2iR'(x) = x 4+ 1. comme on voit, e polynéme R ne rentre que
par ses dérivées. Si on 1’écrit sous la forme ax? + bz on trouve

2a + 2i(2ax + b) =z + 1,

4dia = 1;

2a + 2ib = 1.
La solution de ce systéme est a = —i/4, b = 1/4 —i/2. Une solutione particuliére est donc de la
forme

c’est-a-dire

fo(z) = i (—mz +(1- 27;)33) et

S notre but était de trouver sa partie imaginaire pour trouver une solution particuliére de
I’équation avec le sinus, alors il faut calculer la partie imaginaire d’un produit. Attention, il ne
suffit pas de remplacer €** par sinz. Il ne suffit pas non plus de faire le produit des parties
imaginaires! Comme on a

1

1 1
folx) = grcose + Z(xz + 2x)sinx — Zz(xQ + 2x) cosx — Zm sin z

on en déduit 1 1
Im(fo(x)) = —i(av2 + 2z) cosx — 17 sin z,

ce qui nous donne la solution particuliere cherchée. Pour trouver toute solution il suffit de prendre

1 1
1( 24 2z)cosz — Zazsinx+Acosaz+Bsinx.

Pourquoi a-t-on pris des sinus et des cosinus comme base des solutions de ’homogene et non
pas €% et e7" 7 parce que c’est la méme choses. On peut trouver sinus et cosinus a partir des

exponentielles complexes et viceversa. Evidemment, il faut utiliser des coefficients complexes.

Méthode de la variation des constantes

Cette méthode vise a chercher une solution particuliere pour une fonction g générale. Comme on
verra, la méme méthode pourrait donner la solution générale aussi (elle inclut quelque part les
coefficients des solutions de I’homogene), mais on a toujours le droit de l'utiliser pour chercher
une solution particuliére et rajouter les solutions de I’homogene apres.

L’idée est la suivante et on la verra d’abord sur un exemple d’ordre deux.

Ezemple 4.1.5. Trouver toutes les solutions de

1
1 R
£'@) + @) = g(@) == 1
Si équation était homogene, les solutions auraient été Asinx + Bcosz. La méthode de la
variation des constantes suggere de chercher de solution de ’équation avec g parmi les fonctions
du type fo(z) = A(z)sinz + B(zx) cosz. Il faut remarquer que cela n’est pas du tout restrictif.
Ce n’est pas comme toute a I'’heure, quand on cherchait des solutions du type polynoéme fois
exponentielle : celle condition-la était bien une restriction, alors que pour l'instant ici on n’a
rien imposé, car toute fonction peut s’écrire sous la forme A(x) sin x4+ B(z) cos z. Pourtant, d’'un
cOté cette écriture sera plus pratique, car les conditions sur A(x) et B(x) seront plus facile a
exprimer, et d’autres coté les conditions seront imposées plus tard.
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Ce genre de méthode, chercher une solution particuliére dans une classe plus restreinte, est un peu
comme un pari : le plus on met de conditions, le plus difficile c’est de trouver une solution, alors
qu’il sera lus facile de développer les calculs, surtout si les conditions qu’on mettra imposeront
une valeur nulle a des termes.

Ici, comme toujours, si I'on veut vérifier si f est une solution de I’équation, il faut qu’on calcule
ses dérivées. On commence par la dérivée premiere.

fo(x) = A'(z)sinz + B'(z) cosz + A(z) cosx — B(x) sin x.

On décide maintenant, de maniére compleétement arbitraire d’imposer une condition de sim-
plification. On impose que le termes avec A’ et B’ donnent une contribution nulle. Ceci nous
simplifiera les calculs. Donc on impose que A et B satisfassent

Al(z)sinz + B'(z) cosz = 0,
ce qui implique
fo(x) = A(z) cosx — B(z)sinz;  fl/(z) = A'(z) cosx + B'(z)sinz — A(x) sinz — B(x) cos z.

On met maintenant les termes qu’on a trouvé dans I’équation, et, en calculant fi + fo, on a des
termes qui s’effacent et on trouve

Al(x)cosz + B'(z)sinz = g(z).

Celle-ci est la deuxiéme condition a imposer. Comme on a deux inconnus a chercher, A et B,
c’est raisonnable d’imposer deux conditions. Les calculs qu’on a faits montrent que, si le systeme
suivant est satisfait

A'(z)sinz + B'(x) cosx = 0,

A'(z)cosx + B'(x)sinx = g(x),
alors fj est une solution.

Le systeme est un systéme 2 équations 2 inconnus, linéaire et tout a fait normal (sauf qu’en fait
il s’agit d’un systéme pour chaque valeur de z) qu’on peut résoudre comme on veut. Une fois
qu’on en trouve les solutions, on a A’ et B’. On trouvera A et B en prenant les primitives. C’est
intéressant de remarquer que ces primitives sont définies a une constante pres. Par conséquent,
la solution qu’on trouve peut étre modifiée en rajoutant des termes du type csinx ou ccosx, ce
qui est tout a fait normal, comme le sinus et le cosinus sont les solutions de I’homogene. C’est
pour ¢a qu’on a dit que la méme méthode pourrait conduire aux solutions générales.

Dans notre cas, avec g(x) = 1/(1+x?), on trouve, en multipliant la premiére équation fois sin
et la deuxieme fois cosz et en ajoutant,

cosx —sinx
Ax)=—=, B(z)=-—=.
(z) 1+ a2’ () 1+ 22
Une solution fjy est donc donnée par
Z cost T sint
x) =sinx ——dt —cosx —
fO( ) 0 1—|—t2 1—|—t2

Avec ce choix précis de g on n’est pas capables (au moins, je ne suis pas capable) de calculer les
primitives. L’expression de la solution avec les intégrales est quand méme utile pour connaitre
des propriétés qualitatives des solutions (leur croissance, convexité...) ou pour les calculer nu-
mériquement (en remplagant les intégrales par des sommes finies sur une partition).

La solution générale est finalement
x t x o t
fo(z) =sinx (A —i—/ o8 dt) +cosx (B —/0 fi}dt) .
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On expliquera ici comment généraliser cette méthode & une équation générale (linéaire a coeffi-
cients constants mais non homogene) d’ordre n.

Considérons ’équation générale
n
S aus =
k=0
Soit (y;)i=1,.n une base de solutions de ’homogene (typiquement, des exponentielles...). La

solution générale de I'homogene serait du type Y, A;y;(x) et on cherche donc, en s’inspirant a
¢a, une solution du type fo(z) = >; Ai(x)y;(x).

Comme toute a I’heure on commence & calculer ses dérivées
= Aj(@)yi(x) + Y Ai(w)yi(x)
i i
Comme premiére chose, on impose que la partie avec les A} s’annule : Y, Al(z)y;(z) = 0, ce qui
entraine
= Ai(@)yi(x), f3(x) =) Ai()yi(x) + Y Ai(a)y] (@).

Ici, pourtant, il ne suffit pas de s’arréter a la dérivée d’ordre deux, et il faut continuer. Pour
continuer il est bien de se simplifier la vie en imposant aussi >_; A.(x)y}(x) = 0. On a donc

_ ZAZ(x)y;l(x)’ /// ZA/ +ZA l/l

. . s e N oo (k)
On continue comme ¢a, jusqu’a la dérivée n—ieéme : on impose que tous les sommes y_; A} (z)y,; ()
s’annulent jusqu’a k = n— 2. Par conséquence on obtient des expressions simplifiées des dérivées,
et notamment

k) ZAz(x)yZ(k) (x), pourk <n-—1, fon ZA’ )(x) + ZAi(m)y( )
Si on met tout ¢a dans ’équation on obtient
n—1 n
k n—
> a (Z Ai()y, )(x>) +an (Z Ay ) + an (Z Ay )) = g(a).
k=0 i=1 i
Les premiers termes peuvent étre couplés en obtenant
Yoar [ DAy () | = Ai@) | Yo awy, () ;
k=0 i=1 i=1 k=0
qui est nul car les y; sont solutions de I’homogene. La condition finale devient donc
" (Z A;<:c>y§"‘”<x>) = g(@).

ce qui nous dit que, si les A; satisfont le systéme suivant

alors fj est une solution. Ce systéme, n équations et n inconnus, peut étre résolu et peut aussi
s’écrire de la maniére suivante sous forme matriciale. Soit W (z) la matrice (dont les coefficients
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dépendent du point z) qui a yz-(j ) dans sa case i la (j + 1)—ieéme ligne et i—ieéme colonne. Cette
matrice est dite matrice Wronskienne, ou “le Wronskien”, de I’équation. Si A’(z) est le vecteur
(inconnu) qui a Al(z) sur sa i—iéme cordonné et G(z) est le vecteur (donné avec ’équation)

(0,0,...,0,g9(x)/a,) € R™, alors la condition est
W (z)A'(z) = G(z).

L’inversibilité de la matrice Wronskienne découle justement de I'indépendance des solutions y;.

Comme dans 'exemple, on résout le systeme (avec la méthode qu’on préfere : on inverse le
Wronskien, on fait des sommes de colonnes, on devine...) et 'on trouve les A;. Puis on prend
les primitives. Et ona une solution particuliere par intégration.

4.2 Equations linéaires d’ordre un, coefficients variables

Dans cette section on se dédie aux équations du type

a(x)f'(x) + b(@) f(z) = c(z).

C’est des équations linéaires qui ont pas mal de propriétés en commun avec ceux qui sont a
coefficients constants (par exemple, si I’on résout ’homogene et on trouve une solution particu-
liere on a gagné) mais qui, évidemment, ne peuvent pas étre résolue en passant par le polynéme
associé. La résolution de ces équations a I'ordre supérieur est nettement plus difficile, mais pour
I’ordre un on peut s’en sortir.

Typiquement, nous on aime bien (surtout pour des raisons liées aux théoremes d’existence et
unicité) les équations de la forme f’ = gqchose. Dans le cas des équations & coefficients constants
cela ne posait pas de problémes car si le coefficient a; est nul alors on n’a pas de dérivées et
I’équation n’est plus une équadiff, et si il n’est pas nul n peut sans probléemes diviser par aj
partout. Dans ce cas le coefficient a(z) peut s’annuler quelque part mais pas ailleurs et ceci peut
donner des problemes.

Si le coefficient a(x) est constamment égal a un, on dit que I’équation est sous forme résolue
(méme si en fait, avant de la résoudre il faudra travailler encore un petit peu). Si le coefficient
a(x) ne s’annule pas, on peut se ramener a la forme résolue en divisant par lui. Si le coefficient
s’annule il peut y avoir des problemes d’existence ou d’unicité de la solution qu’on traitera pas
ici. C’est pour ¢a qu’on s’occupera seulement des équations sous forme résolue :

fl(@) = =b(x) f(x) + c(x).

Commencons par le cas homogene ¢ = 0 : f'(z) = —b(z)f(x). Ici il n’est pas trop difficile de
deviner une solution. On sait que toute fonction exponentielle, quand on la dérive, n’a effet
que d’étre multipliée fois la dérivée de 'exposant. Si donc B est une primitive quelconque de b,
la fonction

flz)=e P

est une solution de ’équation. Non seulement, comme 1’équation est linéaire et homogene, 1’es-
pace des solutions sera un espace vectoriel et donc toute fonction du type

f(w) = Ae™ 5,

o A est une constante, est une solution. Cet espace vectoriel sera bien de dimension un (en
correspondance biunivoque avec les données initiales f(0)) et celles-ci sont toutes et seules les
solutions (le fait que toute solution est de cette forme peut étre vérifié en dérivant f(z)eP®)

(f(m)eB(z))/ _ f/(x)eB(az) + b(x)f(x)eB(m) =0,
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B(x)

ce qui montre que la quantité f(z)e est constante).

Pour le cas non homogene on utilisera une technique tout a fait correspondante a celle de la
variation des constantes. On cherchera une solution du type f(z) = A(x)e*B () ce qui, comme
toute a I’heure, n’est pas du tout contraignant.

En développant les dérivées et en les mettant dans I’équation, on trouve
A(2)e B@) — p(z)A(z)e P = —p(2)A(z)e B@ + ¢(2),
ce qui implique
Al(z) = c(z)eP®),

Comme dans la section précédente, on a trouvé A’, et donc A est défini & une constante additive
prés, ce qui est normal car rajouter une constante fois e 2 n’est que rajouter une solution de
I’homogene.

La solution générale est donc de la forme

f(z) = e B@ (A + /Ox c(t)eB(t)dt)

et I'on peut bien vérifier que toute fonction de cette forme est solution.

De plus, si on connait une valeur f(xg) (typiquement xo = 0) et la primitive B a été choisie de
fagon & avoir B(zg) = 0 (donc B(x) = [ b(t)dt), alors la constante A coincide avec f(xo) (il
suffit pour cela de remplacer x avec xy dans la formule).

4.3 Equations non linéaires d’ordre un a variable séparables

Seule cette derniére section sera dédiée a des équations non linéaires. Les équations non linéaires
d’ordre un plus générales, dans leur forme résolue, ont la forme

f'(a) = F(z, f(2)).

Pour ce type d’équation il existe un théoréeme tres connu (Théoreme de Cauchy-Lipschitz) qui
donne un résultat d’existence (locale : c’est-a-dire, si on fixe f(xg) il existe une solution définie
sur un voisinage de xg) et d’unicité. Ce résultat demande pourtant que F' satisfasse quelques
hypothéses, et notamment que F soit Lipschitzienne (ou C'). De plus, pour ces équations, il
n’existe pas toujours une solution définie sur toute la droite réelle, comme on verra dans les
exemples.

Les équations qu’on sait traiter aisément sont celles de la forme (dite “& variables séparables")

f'(x) = a(z)b(f(x)), (4.3)

ou donc la fonction F' a la forme F(z,y) = a(z)b(y).
On commencera par un exemple qui explique 'idée et puis on rendra tout c¢a rigoureux.

Ezxemple 4.3.1. Considérer I’équation
f'(x) = 2% f(x),

qui d’ailleurs appartient & la classe d’équations linéaires qu’on a étudiée dans la derniére section.
Si 'on écrit f’ comme df /dz, on peut mettre I’équations sous la forme

af _ o, df _ o
dx—:zf, f—xdaj,
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ce qui ne signifie pas grande chose mais fait ce qui est déclaré dans le nom “séparer les variables'.
Puis, on a envie d’intégrer, grace a la présence du df et du dz, en obtenant

/‘j{ — [atda m(p) - ~ i

On obtient donc
f= ex3/3+c

ce qui correspond complétement a ce qu’on avait vu dans la partie sur les équations linéaires a
coefficients constants.

De toute fagon, cette méthode, avec ses écritures qui ne sont pas du tout formelles, écrite comme
¢a, n’a pas vraiment le but de démontrer qu’on a trouvé une solution, mais plutot de suggérer
une solution. On pourra apres la vérifier (en dérivant) et conclure grace aux théorémes d’unicité.

Pour formaliser cette méthode on peut regarder de pres ce qu’on a fait : on a divisé par b(f) (ici
f) et pris une primitive (ici le logarithme). Puis on a pris une primitive de autre coté aussi.

On peut donc énoncer et démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1. Supposons b # 0 et continue. Si f est solution de (4.3) et A est une primitive
de a et B de 1/b, alors on a
B(f(z)) = A(z) + C,

ce qui implique f(x) = B~Y(A(x) + C) (B est inversible car strictement monotone, sa dérivée b
étant une fonction continue et non nulle, donc de signe constant).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la quantité B(f(x)) — A(z) est bien constante, ce qui
équivaut a ce que sa dérivée soit nulle. Sa dérivée est

f'(x)
b(f(x))

qui est nulle grace a 1’équation. O

B'(f(x))f'(x) = a(z) = —afx),

L’hypothese que b ne s’annule pas n’est pas restrictive car si pour une certaine valeur yy on a
b(yo) = 0 alors la constante f = yo est solution de (4.3). Pour décider si chercher une solution
constante ou chercher une solution avec cette méthode il faut regarder la valeur initiale f(zg)
qui nous est donnée : si elle annule b alors la solution sera constante, sinon on la trouvera comme

ca.
On va voir ¢a dans des exemples.

Ezemple 4.3.2. Trouver la solution de

{f’(x) —af’@, {f’(m) = (@)
£0) =1 7(0) =0,

La solution du deuxiéme systéme est évidemment f(z) = 0. Concernant le premier, par contre,

on a
2 1

a(w) =@ Alw) = 5 by) =%, o5 =y Blo) =~y
donc
1 _ x?
w2
d’ou 4
f(z) = 22
9 +c



La constante ¢ peut étre trouvée en imposant f(0) = 1, ce qui nous dit
1 .
1=f0)=—--, douc=-1.

La solution est donc 1
pr— PIR)
-5

f(x) sur | —v/2, V2

comme on peut voir cette solution n’est définie que sur un intervalle borné, qui dépende de la
valeur de ¢ qui dépende de son cdté de la valeur de f(0). Aux bornes de cet intervalle la solution
va a l'infini et ce n’est plus possible de la prolonger.

La méme méthode est tres efficace pour des équations autonomes, c’est-a-dire ot on n’a pas la
partie a(z), donc f/(x) = b(f(x)) tout court. L’exemple que I’on va voir est quand méme un peu
particulier.

Ezemple 4.3.3. Trouver la solution de
{f’(x) =VI@, {f’(x) = VT,
f(0)=1; f(0)=o0.

La méme méthode de toute & ’heure nous donne

a(z) =1, A(z) =z b(y) = y/2, b(ly) —y V2, B(y) = 22,

2v/f(x)=x+c.

Dans le premier cas on impose f(0) =1 et on trouve ¢ = 2. La solution est donc

f(@) = (““52)2.

Dans le deuxiéme on trouve ¢ = 0 et la solution est

Donc on a

Pourtant, il est évident que la fonction nulle f(xz) = 0 est une solution aussi. Ceci est en effet
un exemple (typique) de non-unicité, et la raison est a chercher dans le fait que la fonction
b(y) = /y n’est ni Lipschitzienne ni C', ce qui empéchera d’appliquer les théorémes usuels.

4.4 Astuces diverses : changement de variable

Cette derniere section veut suggérer des méthodes pour se ramener a des équations de type connu
par des changements de variable. On verra deux exemples. Une fois on fera un changement de
variable en x, une fois en f.

Exemple 4.4.1. L’équation
2?f" () + f(x) =0

n rentre pas dans les cadres qu’on a étudié jusqu’ici. Si elle était d’ordre un on aurait pu
appliquer soit la théorie des équations linéaires a coefficients variables soit celle de la séparation
des constantes. Mais 1a elle est d’ordre deux. Le changement de variable que 1'on suggere est
tres efficace quand on a chaque dérivée de f multipliée fois une puissance de x du bon exposant
(disons tous des termes du type z" (") (x)). Posons



On a

(@)= fl(eN)e” et 2(z) = f(e%)e” + f(2) (") = & (x) + [ (2) (7).
En utilisant 1’équation, qui dit que pour tout ¢ (donc t = €% aussi) on a t2f"(t) = —f(t), on
trouve

(@) = (@) - f(e") = () - 2(a),

ce qui implique que z satisfait 1’équation linéaire a coefficients constants
22 4 z=0.

On peut donc calculer z d’apres ce qu’on a appris sur ce type d’équations. Puis, si 'on connait z
on retrouve f par f(z) = f(e™®) = z(Inz). On peut remarquer que cette solution n’est définie
que pour xz > 0. Ceci est normal, car I’équation peut étre mise en forme résolue sur {x # 0}
seulement. sur le positifs on peut utiliser ce changement de variable et sur les négatifs utiliser
w(z) = f(—e") marche aussi bien.

FEzremple 4.4.2. 1.’équation
cos(f(x))f' (z) + 2> =0 (4.4)

peut étre résolue en tant qu’équation a variables séparables (mais il y a un petit souci 1a ou
le cosinus s’annule). Ou bien on peut remarquer que cos(f(z))f'(z) = (sin(f(x)) et faire ce
changement de variable sur la fonction f, en posant z(x) = sin(f(x)). L’équation devient tres
facilement 2/(z) 4+ 23 = 0. Si 'on remarque que 23 = (2*/4)" on a alors

4

<sin(f(x)) + Z) = 0.

Ceci implique que la quantité sin(f(x))-+x*/4 reste constante le long de la solution. Une quantité
qui a cette propriété (elle est constante le long des solutions) est dite “intégrale premiere" de
I’équation. Trouver une intégrale premiére permet souvent de transformer une équation différen-
tielle d’ordre un en une équation sans dérivées (comme ici) ou une équation d’ordre supérieur
en une d’ordre plus bas.

Par exemple si 'on prend 1’équation f”+ f = 0 et on la multiplie par f’ on obtient ((f")?+ f2) =
0, ce qui nous donne une intégrale premiere d’ordre un pour une équation d’ordre deux.

Ceci dit, les méthodes de changement de variable ou d’intégrale premiére sur I’équation (4.4) ne
sont rien de différent de la méthode de séparation des constantes. Il est plus intéressant de voir
ce qu’il se passe sur un exemple d’ordre supérieur, la ot I’on a moins d’outils a disposition. Par
exemple, I’équation

cos(f(x))f"(x) = sin(f(2))(f'(2)* +1) = (z + 1) cosw
a lair trés compliquée, mais si I’on pose sin(f(z)) = z(x) on la transforme en
2"(z) — 2(z) = (z + 1) cos z,

ce qui peut étre résolue avec les méthodes usuelles.
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