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Exercice 1 (5 points). Trouver les solutions des deux problèmes de calcul des variations suivants

(1) min
{∫ π

0

(1
2 |u

′(t)|2 + cos(t)u(t)
)
dt+ u(π) : u ∈ H1([0, π]), u(0) = 0

}
(2) min

{∫ π

0

(1
2 |u

′(t)|2 + cos(t)u(t)
)
dt+ u

(
π

2

)
: u ∈ H1([0, π]), u(0) = 0

}
.

Exercice 2 (4 points). Soit u une fonction harmonique sur l’ouvert Ω := {(x, y) ∈ R2 : x > 0}. Supposant
u bornée, prouver qu’il existe une constante C (laquelle ?) telle que |∇u(x, y)| ≤ C

|x| .

Exercice 3 (4 points). Soit u ∈ H1
loc(Rn) une solution faible de ∆u =

√
1 + |∇u|2. Prouver u ∈ C∞.

Exercice 4 (7 points). Soit Ω ⊂ Rn un domaine ouvert borné.
1. Prouver que la fonctionnelle F : L1(Ω)→ R ∪ {+∞} donnée par

F (u) := log
(∫

Ω
eu(x)dx

)
est bien définie et convexe.

2. Prouver que le problème d’optimisation

(P) min
{1

2

∫
Ω
|∇u(x)|2dx+ F (u) : u ∈ H1

0 (Ω)
}

admet une solution, et qu’elle est unique.
3. Prouver que la solution u du problème (P) satisfait u ≤ 0.
4. Écrire l’équation d’Euler-Lagrange de (P), et prouver que la solution est C∞ à l’intérieur de Ω.

Exercice 5 (7 points). Soit B(0, 1) la boule unité de RN et u ∈ H1
0 (B(0, 1)) ∩ C0(B(0, 1)) une solution

faible de ∆u = f(u) où f : R→ R est C1 et telle que f, f ′ < 0.
1. Prouver u ∈ C2,α(B(0, 1)) (pour tout α < 1) et u > 0 dans B(0, 1).
2. En supposant u ∈ C1(B(0, 1)), prouver |∇u(x)|+ 1

N f(0) ≥ 0 pour tout x ∈ ∂B(0, 1).

3. Prouver |∇u(x)|+ |x|
N f(u(x)) ≥ 0 pour tout x, avec inégalité stricte en dehors de x = 0.

4. Prouver u ∈ C2,α(B(0, 1)).


