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M101 : Un bref aperçu duprogrammeCe semestre nous allons étudier divers aspe
ts de la théorie élémentaire des fon
tions d'une oude deux variables réelles à valeurs réelles ou ve
torielles.En 
e qui 
on
erne les fon
tions d'une variable réelle à valeurs réelles, vous avez déjà travailléun 
ertain nombre de points au ly
ée. Nous allons revenir sur beau
oup de 
es points en les appro-fondissant et en introduisant de nouvelles te
hniques de 
al
ul. Nous supposons que vous avez une
ertaine familiarité ave
 
e que vous êtes 
ensés avoir vu au ly
ée, par exemple la notion même defon
tion, les notions de limite, de dérivée, d'intégrale, l'utilisation des fon
tions trigonométriques,de la fon
tion logarithme népérien (ln) et de l'exponentielle.Les vraies nouveautés de 
e semestre se situent� dans l'étude (su

in
te) des ar
s paramétrés, qui ne sont autres que des fon
tions d'unevariable réelle à valeurs dans le plan, ou, d'un autre point de vue, des 
ouples de fon
tionsréelles d'une variable réelle,� dans une introdu
tion simple aux fon
tions réelles de deux variables réelles.Il est illusoire de pouvoir appréhender 
es nouveautés sans une bonne maîtrise des te
hniquesutilisées pour traiter des fon
tions réelles d'une seule variable réelle.Nous allons maintenant dé�nir 
es objets et essayer de donner un avant-goût de 
e qui nousattend !Le 
hapitre ?? de 
e poly
opié est une rele
ture des 
on
epts et te
hniques sous l'angle de lamodélisation, en parti
ulier en physique. Il s'agit d'un angle de vue parti
ulier permettant parfoisd'o

ulter ou négliger 
ertains détails mathématiques au béné�
e d'une plus grande liberté deparole. N'hésitez à vous y référer régulièrement.0.1 Fon
tions réelles d'une variable réelle0.1.1 Qu'est-
e que 
'est ?Commençons par une dé�nition informelle : nous avons à disposition deux ensembles denombres réels, deux parties de R, l'ensemble de tous les nombres réels, D et A. Une fon
tion,
f , de D vers A est un � objet mathématique � qui, à tout nombre, tout élément de D asso
ie oufait 
orrespondre un unique élément de A.1. D est appelé l'ensemble de départ, la sour
e ou le domaine de dé�nition de la fon
tion

f2. A est appelé l'ensemble d'arrivée ou le but de la fon
tion f3. Si x est un élément de D, on note f(x) l'élément de A asso
ié à x par la fon
tion f . Cetélément f(x) est appelé l'image de x par f .4. Si on é
rit � Soit une fon
tion f : D → A... �, on entend par là � Considérons une fon
tion
f , dont l'ensemble de départ est D et l'ensemble d'arrivée est A �, et, à moins que 
e ne soitpré
isé ultérieurement, 
ette fon
tion n'a au
une propriété parti
ulière hormis le fait d'êtreun objet qui satisfait à notre dé�nition informelle.7



La fon
tion f est � de variable réelle � 
ar le domaine dans lequel varie son argument, sa sour
e,est une partie de R. Elle est � à valeurs réelles � 
ar son but est une partie de R.� Si on é
rit � Soit la fon
tion f : [0, 1] → R dé�nie par f(x) = 2x2 − 1 pour tout x ∈ [0, 1] �,on 
onsidère un objet mathématique uniquement dé�ni : la fon
tion f , dont l'ensemble dedépart est l'intervalle [0, 1], l'ensemble d'arrivée est R tout entier, qui asso
ie à tout élément
x de [0, 1] l'unique nombre réel 
al
ulé par la formule 
i-avant.� On doit souligner que si f : D → A est une fon
tion, si x est un nombre n'appartenant pasà D alors f(x) n'est pas dé�ni.� Dans l'exemple pré
édent f(2) n'a don
 pas de sens même si 2 × 22 − 1 en a un.0.1.2 GraphesPlaçons-nous dans le 
ontexte pré
édent. Soit f : D → A une fon
tion réelle de variable réelle.Son graphe est la partie G de l'ensemble-produit1 D ×A dé�nie par

G = {(x, f(x)), x ∈ D} = {(x, y) ∈ D ×A, y = f(x)}

G est don
 l'ensemble de tous les 
ouples possibles formés d'une valeur x prise dans D et de sonimage f(x).
G est une partie de l'ensemble D×A qui est lui-même une partie de R×R = R

2. On représentegraphiquement (une partie de) R
2 sur une feuille quadrillée de la façon que vous 
onnaissez bien : le
ouple de réels (x, y) est représenté par le point de 
oordonnées (x, y) relativement au quadrillage.L'usage veut que l'axe des abs
isses (
oordonnée x) soit représenté horizontalement, orienté dela gau
he vers la droite et que l'axe des ordonnées (
oordonnée y) soit représenté verti
alement,orienté du bas vers le haut. Certaines situations peuvent for
er à adopter d'autres 
onventions.

-1.5-1
-0.50
0.51
1.5

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
x

y

y = f(x)

Fig. 1 � Représentation du graphe de f : [0, 1] → R, x 7→ 2.x2 − 1En retournant notre man
he, on peut maintenant pré
iser l'� objet mathématique2 � dont nous1D × A est l'ensemble de tous les 
ouples (x, y) pouvant être formés ave
 une valeur x dans D et une valeur ydans A.2Assez 
urieusement, quasiment tous les objets mathématiques peuvent être vus 
omme des ensembles, y 
omprisles nombres... 8



parlions dans la dé�nition informelle de fon
tion.Dé�nition 1 Soient D et A deux parties de R, une fon
tion f de D vers A est une partie G de
D × A ayant la propriété suivante :Pour tout x ∈ D, il existe un unique y ∈ A tel que (x, y) ∈ G.L'astu
e réside en 
e
i, qu'étant donnée une telle partie G, on peut dé�nir, pour x ∈ D, f(x)
omme étant l'unique y ∈ A tel que (x, y) ∈ G. On a alors dé�ni sans ambiguïté une fon
tion
f : D → A. Il s'avère a posteriori que G est le graphe de f .Ce que dit la dé�nition, 
'est très exa
tement qu'une fon
tion f , 
'est son graphe. L'usagemontre 
ependant qu'utiliser le graphe de la fon
tion est assez mal
ommode alors que la notation
f(x) est très parlante.Si je ne me trompe pas, dans tout 
e 
ours, 
ette dé�nition très formelle pour dé�nir unefon
tion ne sera utilisée qu'une fois3.

-2-1
01
2

-2 -1 0 1 2
x

y

Fig. 2 � Ce
i n'est pas le graphe d'une fon
tion y = f(x) : 
ertaines verti
ales 
oupent l'ensembleen plus de deux points0.1.3 CompositionL'opération la plus importante que l'on puisse réaliser ave
 deux fon
tions est leur 
omposition :On dispose de deux fon
tions f : A→ B et g : C → D.Si pour tout élément x de A, f(x) (qui est élément de B a 
oup sûr) appartient à C, on peutalors 
al
uler g(f(x)). On peut don
 asso
ier à tout x ∈ A, g(f(x)) ∈ D et don
 dé�nir unenouvelle fon
tion, notée g ◦ f , dont la sour
e est A et le but est D.En résumé, si f : A → B et g : C → D sont deux fon
tions, la 
omposée g ◦ f : A → D estdé�nie par
(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈ A3lors de la dé�nition de la ré
iproque 9



Cette dé�nition n'a de sens que si f(x) ∈ C, la sour
e de g, pour tout x ∈ A, la sour
e de f .Dès que l'on é
rit une formule imbriquant des fon
tions élémentaires, on est en train de faireun 
ertain nombre de 
ompositions.0.1.4 Dé�nir une fon
tion par des formules � domaine de dé�nitionLa façon la plus usuelle de dé�nir une fon
tion d'une variable, disons x, est d'utiliser undi
tionnaire de fon
tions élémentaires (exp, ln, cos, et
.), les opérations usuelles de l'arithmétique,et de 
ombiner tout 
e
i en une formule 
omportant la variable x et pouvant être 
al
ulée pour
ertaines valeurs de 
ette variable.Exemples et Remarques1. La lo
utionSoit f : [−1, 1] → R la fon
tion dé�nie par f(x) = exp(x2 + 3) pour tout x ∈ [−1, 1]dé�nit parfaitement la fon
tion f . On a f(0) = e3, f(1) = e4, et
. Par 
ontre f(2) n'est pasdé�ni même si la formule dé�nissant f a un sens lorsque x = 2 : on a imposé que le domainede dé�nition de f soit l'intervalle [−1, 1].La formule doit, d'une part, être syntaxiquement 
orre
te et d'autre part, on doit être enmesure d'identi�er les valeurs de la variable x pour lesquelles le 
al
ul ne peut aboutir. Lesraisons pour lesquelles 
e 
al
ul ne peut aboutir sont par exemple, une division par 0, laprise du logarithme d'un nombre négatif.2. C'est 
e type de problème qui nous a amenés, plus haut, à donner une 
ondition sur lesfon
tions f : A→ B et g : C → D pour que la 
omposée g ◦ f soit bien dé�nie sur tout A.Déterminer l'ensemble de dé�nition d'une telle formule, 
'est identi�er les valeurs de lavariable x pour lesquelles le 
al
ul aboutira. C'est aussi, en un 
ertain sens, identi�er ledomaine sour
e de la fon
tion que nous sommes en train de dé�nir.Ce type de question mène souvent à la résolution, en 
as
ade, d'une suite d'équations et/oud'inéquations en se basant sur le prin
ipe que f(g(x)) n'est dé�ni pour une 
ertaine valeurde x qu'à partir du moment où, à la fois, y = g(x) est bien dé�ni et f(y) est bien dé�ni.3. On veut dé�nir une fon
tion g à valeurs réelles sur un 
ertain domaine D de R par la formule
g(t) =

√
− ln(t2 − 1), pour tout t ∈ DLa question pertinente est � Quel est le plus grand domaine D possible sur lequel on peutdé�nir 
ette fon
tion g ? �Pour que g(t) soit dé�ni, il faut (et il su�t) que

{ et (a) t2 − 1 > 0 
ar le domaine de dé�nition de ln est ]0,+∞[.(b) − ln(t2 − 1) ≥ 0 
ar le domaine de dé�nition de √ est [0,+∞[.On tombe don
 sur un système d'inéquations d'in
onnue t ∈ R qu'il faut résoudre. Cesystème est équivalent à
{ et (a) t > 1 ou t < −1(b) t2 − 1 ≤ 1 
ar lnX ≤ 0 si et seulement si X ≤ 1
'est-à-dire
{ et (a) t > 1 ou t < −1(b) −

√
2 ≤ t ≤

√
2Pour résumer, on a don
 D =

[
−
√

2,−1
[
∪
]
1,
√

2
].10



4. On peut utiliser des dé�nitions par mor
eaux. On pose la même question que pré
édemmenten voulant dé�nir g sur un domaine D de R par la formule, pour tout t ∈ D,
g(t) =

{ √
− ln(t2 − 1) si t > 0

tan t si t ∈ ]−π, 0[Pour que g(t) soit dé�ni, il faut (et il su�t) que
{ et (a) soit t > 0 et √− ln(t2 − 1) est bien dé�ni(b) soit t ∈ ]−π, 0[ et tan t est bien dé�ni
'est-à-dire
{ et (a) soit t > 0 et t ∈ [−√

2,−1
[
∪
]
1,
√

2
] (on se sert i
i de l'exemple pré
édent)(b) Soit t ∈ ]−π, 0[ et t 6= −π

2
(quel est le domaine de dé�nition de la tangente ?)En résumé, le domaine D 
her
hé est

D =
]
−π,−π

2

[
∪
]π
2
, 0
[
∪
]
1,
√

2
]0.2 Ar
s paramétrés0.2.1 Le plan, R

2Nous avons vu, dans le paragraphe pré
édent, que le graphe d'une fon
tion réelle d'une variableréelle se représente graphiquement dans le plan. Dans tout 
e 
ours, le plan sera supposé rapportéà un repère (O, i, j), 
e qui implique que 
haque point est représenté par un 
ouple (x, y) de
oordonnées. De la sorte, le plan s'identi�e à R
2 = R×R, l'ensemble des 
ouples de nombres réelset, pour simpli�er l'exposé, un point M du plan sera pour nous un 
ouple (x, y) de nombres réels.Nous aurons aussi besoin de l'ensemble des ve
teurs du plan, que l'on nomme le planve
toriel. Chaque ve
teur du plan est 
ara
térisé par son 
ouple de 
oordonnées dans la base

(i, j) et, de même que pré
édemment, le plan ve
toriel s'identi�e à R
2 par le biais des 
oordonnéesdans la base (i, j).

R
2 joue don
 plusieurs r�les ; il représente à la fois le plan � des points � et le plan ve
toriel :
ette distin
tion peut paraitre subtile au premier abord, mais elle existe ne serait-
e que d'un pointde vue physique : La position d'un mobile dans le plan n'a pas la même nature que sa vitesse,alors que 
es deux 
ara
téristiques peuvent 
ha
une être 
odées par un 
ouple de nombre réels.0.2.2 Une dé�nitionDé�nition 2 Un ar
 paramétré (ou une 
ourbe paramétrée) est une fon
tion4 
ontinue5dont la sour
e est un intervalle I de R et le but est une partie A du plan.Les ar
s paramétrés sont prin
ipalement utilisés pour représenter les traje
toires de mobiles sedéplaçant dans le plan. A un instant donné t, appartenant à l'intervalle de temps D, on asso
iele point γ(t), position du mobile à l'instant t. L'ar
 paramétré dé
rit par le mobile est don
 
ettefon
tion γ.La fon
tion γ est entièrement déterminée par deux fon
tions réelles x : D → R et y : D → Rtelles que pour tout t ∈ D, γ(t) = (x(t), y(t)).L'usage veut que, souvent,4On reprend la dé�nition d'une fon
tion donnée pré
édemment en oubliant le fait que sour
e et but étaient desparties de R.5Ce
i sera pré
isé plus tard 11



� l'argument d'un ar
 paramétrés soit noté par une lettre rappelant le temps : t, τ (� tau �, le
t gre
), s, σ, (� sigma �, le s gre
), u, v, et
.� Les fon
tions 
oordonnées soient notées par des lettres rappelant leur position en tant que
oordonnées : x, y, X , Y , et
.0.2.3 Un exemple et une représentation graphiqueOn représente souvent un ar
 paramétré γ par le dessin que ferait un mobile tra
eur suivant
et ar
. On dessine don
 la � traje
toire � de 
e mobile. On indique de plus les instants de passageen des points remarquables de la 
ourbe ainsi obtenue.La �gure 3 représente la 
ourbe paramétrée γ dé�nie par

γ(t) = (cos3 t, sin3 t), t ∈ R.

-1-0.50
0.51

-1 -0.5 0 0.5 1t = 0

t = π
2

t = π

t = 3π
2Fig. 3 � Une astroïde0.2.4 Changer le temps � 
omposition à droiteSoit D et ∆ deux parties de R, γ : D → R

2 une 
ourbe paramétrée, f : ∆ → D, une fon
tionréelle de variable réelle.On peut dé�nir un nouvel ar
 paramétré γ̃ dont la sour
e est ∆ par la formule
γ̃(τ) = γ(f(τ)), τ ∈ ∆Cela revient � à 
hanger le 
hronomètre � du mobile par
ourant la première traje
toire en posant

t = f(τ). Le nouveau mobile ne par
ourt a priori qu'une partie de la première traje
toire.La �gure 4 représente la 
ourbe paramétrée γ̃ dé�nie par
γ̃(s) = (cos3 sin s, sin3 sin s) = (γ ◦ sin)(s), s ∈ R.12
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-1 -0.5 0 0.5 1s = 0

s = π
2

s = π

s = 3π
2Fig. 4 � Un mobile se déplaçant sur l'astroïde0.3 Fon
tions réelles de deux variables réelles : exemplesUne fon
tion réelle de deux variables réelles, f : D → A asso
ie à tout 
ouple (x, y) de réelsappartenant à une 
ertaine partie D du plan un nombre réel appartenant à la partie A de R.0.3.1 Une formule et la détermination du domaine de dé�nition.Le même type de problèmes de dé�nition qui se posaient en une variable se posent en deuxvariables. Donnons un exemple illustrant 
e faitOn veut dé�nir une fon
tion f de deux variables par la formule f(x, y) =

√
− ln((x+ 2y)2 − 1)sur un 
ertain domaine D du plan, le plus grand possible. En reprenant le travail fait en unevariable, il est 
lair que

D = {(x, y) ∈ R
2, x+ 2y ∈

[
−
√

2,−1
[
∪
]
1,
√

2
]
}La représentation graphique de 
et ensemble est la réunion de deux bandes obliques délimitées parles quatre droites d'équations x+ 2y = 1, x+ 2y =

√
2, x+ 2y = −1 et x+ 2y = −

√
2. Le le
teurest invité à faire la représentation graphique de 
et ensemble.0.3.2 Des représentations graphiquesDeux types de représentation graphiques sont d'usage 
ourant pour les fon
tions réelles dedeux variables réelles.1. la représentation en graphe : le graphe est une surfa
e dans l'espa
e à trois dimensions : onreprésente le graphe de f , 
'est-à-dire l'ensemble

G = {(x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ D}2. une représentation en lignes de niveau : on �
olorie� un point du plan en fon
tion de la valeurde f en 
e point. 13



Les �gures 6 et 5 montrent 
es deux types de représentations pour la fon
tion f : [−1, 1]2 → Rdé�nie par f(x, y) = x2 + y2. Ses lignes de niveau sont des 
er
les 
entrés en 0.

0123456
78

-2 -1 0 1 2-2 -1 0 1 201234567
8 f(x, y) = x2 + y2

Fig. 5 � Graphe de f(x, y) = x2 + y20.3.3 Se promener dans un paysage � 
omposition à droiteUne 
arte de randonnée (
f les �gures 7 et 8) sur laquelle sont représentées les lignes de niveaupeut être 
omprise 
omme la représentation d'une 
ertaine fon
tion f de deux variables réelles,qui à un point de 
oordonnées (x, y) sur la 
arte asso
ie l'altitude du paysage à 
et endroit.Imaginons maintenant un promeneur muni d'un altimètre et d'un 
hronomètre. Son but est detra
er le graphique de la fon
tion h d'une variable (le temps), qui, à un instant asso
ie l'altitudeà laquelle il se trouve.Si l'on 
onnaît la traje
toire du promeneur, i.e. une 
ourbe paramétrée γ : T → R
2 qui à 
haqueinstant t de l'intervalle de temps T asso
ie les 
oordonnées γ(t) = (x(t), y(t)) du promeneur à 
etinstant t , on a alors, pour tout t ∈ T ,

h(t) = f(γ(t))En d'autres termes, h = f ◦ γ. On a 
omposé la fon
tion de deux variables f à droite par unefon
tion à valeurs dans le plan.0.3.4 Les quatre opérationsIl s'agit des opérations que vous faites depuis longtemps sur les fon
tions réelles d'UNE variableréelle : addition, multipli
ation, division de fon
tions. Considérons le 
as de la division qui présentede plus une di�
ulté de dé�nition.Posons d : R × R
∗ → R la fon
tion dé�nie par d(x, y) = x/y. Si maintenant f et g sontdeux fon
tions de variables réelles sur une même sour
e D, g ne s'annulant pas sur D, la fon
tionquotient f/g dé�nie par (f/g)(t) = f(t)/g(t) pour tout t ∈ D est en fait la 
omposée d ◦ γ de lafon
tion d, � de division �, par l'ar
 paramétré γ à valeurs dans R×R

∗ dé�ni par γ(t) = (f(t), g(t)).14
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-2 -1 0 1 2
-2-1
01
2

Fig. 6 � Lignes de niveau de f(x, y) = x2 + y2

Fig. 7 � Des lignes de niveau, un par
ours et l'altitude le long de 
e par
ours
15



Fig. 8 � Le par
ours tra
é sur le graphe de la fon
tionLe le
teur est invité à formuler la somme, le produit de deux fon
tions réelles de variable réelleen 
es termes.

16



Chapitre 1Rappels et 
ompléments sur leslimitesLa notion de limite est à la base de l'analyse. Nous allons rappeler les résultats vus en Premièreet Terminale et pré
iser quelques notions.1.1 Limite �nie d'une fon
tion en un point x0 de R1.1.1 VoisinageDé�nition 3 Un ensemble V ⊂ R est un voisinage d'un point x0 ∈ R s'il existe un intervalle dutype ]x0 − h, x0 + h[, ave
 h > 0, 
ontenu dans V .Exemples et Remarques1. Un intervalle ouvert est voisinage de 
ha
un de ses points2. ]0, 1] est voisinage de tout x0 ∈ ]0, 1[. Il n'est pas voisinage de 1.3. Soit A = R
∗. A est voisinage de x0 si x0 6= 0. A n'est pas voisinage de 0.Dé�nition 4 Soit f : D → R une fon
tion de variable réelle (D ⊂ R). On dit que1. f est dé�nie dans un voisinage de x0 si D est un voisinage de x0. Dans 
e 
as, il existe don


h > 0 tel que f(x) est dé�ni pour tout x dans l'intervalle ]x0 − h, x0 + h[.2. f est dé�nie dans un voisinage de x0 sauf peut-être en x0 si il existe h > 0 tel que D
ontienne l'ensemble ]x0 − h, x0[ ∪ ]x0, x0 + h[. Dans 
e 
as, D ∪ {x0} est voisinage de x0.Exemples et Remarques1. Soit f : R
∗ → R, x 7→ f(x) = sin x

x
. f est dé�nie dans un voisinage de 0, sauf en 0. f estdé�nie au voisinage de tout x0 6= 0.2. Soit g : R

+ → R, x 7→ g(x) =
√
x. La fon
tion g est dé�nie au voisinage de tout x0 > 0.Elle n'est pas dé�nie au voisinage de 0. (Mais on dira qu'elle est dé�nie dans un voisinage àdroite de 0, 
f. 1.2.6.)3. Nous utiliserons parfois la tournure de phrase suivante : pour tout x voisin de x0, f(x) =

g(x). Cela signi�e qu'il existe un 
ertain voisinage de x0, que l'on ne prend pas la peine denommer tel que pour tout x dans 
e voisinage l'égalité f(x) = g(x) a lieu. Cela implique enparti
ulier que f et g sont dé�nies au voisinage de x0.17



1.1.2 Dé�nitionDé�nition 5 Soit x0 ∈ R, ℓ ∈ R et f : D → R une fon
tion dé�nie dans un voisinage de x0, saufpeut-être en x0. On dit que f admet la limite ℓ en x0, ou que la limite de f(x) lorsque x tend vers
x0 est ℓ siPour tout voisinage V de ℓ,il existe un voisinage U de x0 tel que,pour tout x ∈ U ∩D ave
 x 6= x0,

f(x) ∈ V .On note 
e fait limx→x0
x 6=x0

f(x) = ℓ ou f(x) → ℓ lorsque x→ x0, x 6= x0 ou
f(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ

x0

V ℓ

U

Fig. 1.1 � La dé�nition de limite : à tout 
hoix de V , 
orrespond un voisinage U de x0 tel que legraphe au dessus de U , à l'ex
eption peut-être du point (x0, f(x0)), soit 
ontenu dans le re
tangle
U × V , grisé.Exemples et Remarques1. Même si f est dé�nie en x0, le fait que ℓ soit limite de f lorsque x→ x0, x 6= x0 ne dépendque du 
omportement de f(x) lorsque x est pro
he de x0 en en étant distin
t. Cela ne dépendpas de la valeur exa
te de f(x0).2. L'utilisation de l'arti
le dé�ni la dans la dé�nition de la limite sera justi�é par l'énon
éd'uni
ité sous réserve d'existen
e de la limite.3. Soit f dé�nie sur R par f(x) = 0 si x 6= 0 et f(x) = 1 si x = 0. On a alors

lim
x→0

x 6=0

f(x) = 018



4. Il y a plusieurs façons de 
ara
tériser le fait que f admette la limite ℓ en x0. Voi
i une façonplus 'numérique' que la dé�nition d'origine, de dire que f , dé�nie au voisinage de 0, saufpeut-être en 0, admet 0 pour limite en 0.Pour tout ǫ > 0, il existe α > 0 tel quepour tout x ∈ ]−α, α[, x 6= 0,
f(x) est dé�ni et f(x) ∈ ]−ǫ,+ǫ[.Fon
tions de référen
esLes fon
tions suivantes sont des exemples fondamentaux de fon
tions de limites nulle en 0.Leur étude sera faite au 
hapitre 7.1. Soit α > 0. La fon
tion f : R → R, x 7→ f(x) = |x|α a pour limite 0 en 0.2. La fon
tion g : R

∗ → R, x 7→ x.(ln |x|) a pour limite 0 en 0.3. Soit α > 0, β ∈ R. La fon
tion h : R
∗ → R, x 7→ |x|α.| ln |x||β a pour limite 0 en 0.1.1.3 SuitesProposition 6 Soit x0 ∈ R, ℓ ∈ R et f : D → R une fon
tion dé�nie dans un voisinage de x0,sauf peut-être en x0. f tend vers ℓ en x0 si et seulement si pour toute suite (un)n∈N, à valeurs dans

D, ne prenant pas la valeur x0 mais 
onvergeant vers x0, la suite (vn)n∈N, dé�nie par vn = f(un),
onverge vers ℓ.Exemples et Remarques La fon
tion f : R
∗ → R dé�nie par f(x) = sin 1

x
n'admet pas delimite en 0. D'après la proposition pré
édente, pour démontrer 
ela, il su�t de trouver deux suites

(un)n∈N et (u′n)n∈N à valeurs dans R
∗, 
onvergeant vers 0 et telles que f(un) et f(u′n) 
onvergentvers deux limites di�érentes.C'est 
e que l'on obtient en posant un = 1

π
2
+2nπ

et u′n = 1
−π

2
+2nπ


omme le suggère l'examendu graphe de la fon
tion f . (Ce sont les abs
isses des points du graphe dont l'ordonnée vaut 1 ou
−1.)1.1.4 DL à l'ordre 0Proposition 7 Soit x0 ∈ R, ℓ ∈ R et f : D → R une fon
tion dé�nie dans un voisinage de x0,sauf peut-être en x0. f tend vers ℓ en x0 si et seulement si, il existe une fon
tion ǫ, dé�nie auvoisinage de 0, limh→0 ǫ(h) = 0 telle quePour tout x voisin de x0, x 6= x0, f(x) = ℓ+ ǫ(x− x0)Le fait d'é
rire, pour x voisin de x0, que f(x) = ℓ+ ǫ(x−x0) s'appelle e�e
tuer un DéveloppementLimité de f à l'ordre 0 en x0.Nous verrons, au 
hapitre 6, 
e qu'est un DL de f en x0 à un 
ertain ordre n ∈ N.1.2 Propriétés1.2.1 Uni
itéProposition 8 Soit x0 ∈ R, ℓ, ℓ′ ∈ R et f : D → R une fon
tion dé�nie dans un voisinage de x0,sauf peut-être en x0. Si

f(x)
x 6=x0,x→x0→ ℓ et f(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ′alors
ℓ = ℓ′19
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Fig. 1.2 � Une partie du graphe de x 7→ sin 1
xPreuve. Supposons que ℓ 6= ℓ′, on peut alors trouver V et V ′ des voisinages respe
tivement de ℓet ℓ′ tels que V et V ′ sont deux parties disjointes.De la dé�nition de f(x) → ℓ lorsque x → x0, x 6= x0, on tire l'existen
e d'un voisinage U de

x0 tel que si x ∈ U , x 6= x0, alors f(x) ∈ V et, de même, de la dé�nition de f(x) → ℓ′ lorsque
x→ x0, on tire l'existen
e d'un voisinage U ′ de x0 tel que si x ∈ U ′, x 6= x0, alors f(x) ∈ V ′.La 
ontradi
tion provient du fait qu'il existe au moins un point x1 6= x0 appartenant à la foisà U et U ′. Son image f(x1) est don
 à la fois dans V et V ′, 
e qui est impossible. ⋄1.2.2 Théorème des gendarmesProposition 9 Soit x0 ∈ R, f , g, et h trois fon
tions à valeurs réelles dé�nies sur un voisinage
U de x0, sauf peut-être en x0 telles quePour tout x ∈ U , x 6= x0, f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).Alors1. La preuve de 1. est basée sur le même raisonnement que la preuve d'uni
ité. Si on supposeque m < ℓ, on peut montrer que pour x dans un 
ertain voisinage de x0, sauf peut-être en

x0, f(x) > g(x), 
e qui apporte une 
ontradi
tion.2. Si f , g, h ont pour limites respe
tives ℓ, m, n en x0, on a
ℓ ≤ m ≤ n3. Si f et h ont même limite ℓ en x0, g admet ℓ 
omme limite en x0.Exemples et Remarques1. Cette proposition fournit la méthode fondamentale pour montrer que f(x) → ℓ lorsque

x→ x0, x 6= x0. Il su�t de trouver une majoration du type
|f(x0 + h) − ℓ| ≤ ǫ(h)20
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Fig. 1.3 � S'il n'y avait pas uni
ité, le graphe devrait être simultanément à l'intérieur des deuxzones grisées U × V et U ′ × V ′ qui sont disjointes.
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pour h voisin de 0 où ǫ est une fon
tion de limite 0 en 0. On peut en général prendre une tellefon
tion ǫ dans une liste de fon
tions de référen
e : par exemple ǫ(h) = C|h|α ave
 α > 0, Cune 
onstante positive.2. Par exemple, montrons que la fon
tion f : R → R dé�nie par f(x) = x2 + 2x + 3 a pourlimite f(1) = 6 en x0 = 1. On a
f(1 + h) − f(1) = (1 + h)2 + 2(1 + h) − 12 − 2

= h(2 + h) + 2.h = h(4 + h)On travaille pour h voisin de 0, on peut don
 supposer que |h| ≤ 1. On a don
, pour 
es h,
|f(1 + h) − f(1)| ≤ 5|h|Comme l'expression à droite de 
ette inégalité dé�nit une fon
tion ǫ(h) de limite 0 en 0, ona don
 démontré que

lim
x→1

f(x) = f(1)1.2.3 Quelques résultats utiles
f bornée lo
alementProposition 10 Si f admet une limite ℓ ∈ R en x0 alors f est bornée sur un voisinage de x0 (x0ex
lus).Il su�t pour 
ela de 
onsidérer le voisinage V = ]ℓ− 1, ℓ+ 1[ de ℓ et d'appliquer la dé�nition delimite.Positivité sur un voisinageProposition 11 Si f admet une limite ℓ > 0 en x0 alors f(x) > 1

2ℓ > 0 pour tout x 6= x0 dansun 
ertain voisinage de x0.Il su�t pour 
ela de 
onsidérer le voisinage V = ]ℓ/2, 3ℓ/2[ de ℓ et d'appliquer la dé�nition delimite.1.2.4 Opérations sur les limitesEn général, on 
onnaît un 
ertain nombre de limites de fon
tions � simples � : polyn�mes,exponentielles, et
... et, 
omme les fon
tions que nous étudions sont pour la plupart obtenuesgrâ
e à des sommes, produits, quotients, et
... de 
es fon
tions simples, on veut pouvoir 
al
ulerdes limites grâ
e à des moyens � opératoires �.Dans tous les énon
és suivants, que nous admettons, f , g sont des fon
tions dé�nies au voisinagedu point x0, sauf peut-être en x0.SommeSi
f(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ et g(x) x 6=x0,x→x0→ malors
(f + g)(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ+mProduitSi
f(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ et g(x) x 6=x0,x→x0→ malors
(f.g)(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ.m22



QuotientSi
f(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ et g(x) x 6=x0,x→x0→ met m 6= 0 alors, la fon
tion f/g est dé�nie sur un 
ertain voisinage de x0, sauf, peut-être en x0 etl'on a
(f/g)(x)

x 6=x0,x→x0→ ℓ/m1.2.5 CompositionContinuité en x0Dé�nition 12 Soit f : D → R une fon
tion dé�nie dans un voisinage de x0. On dit que f est
ontinue en x0 si limx→x0
x 6=x0

f(x) = f(x0).CompositionProposition 13 Soient f , g deux fon
tions réelles d'une variable réelle, x0, y0 deux réels.1. Si f est dé�nie sur un voisinage de x0, sauf peut-être en x0 et limx→x0
x 6=x0

f(x) = y0,2. si g est dé�nie sur un voisinage de y0 et est 
ontinue en y0,alors g ◦ f est dé�nie sur un voisinage de x0, sauf peut-être en x0 et
lim

x→x0
x 6=x0

(g ◦ f)(x) = lim
x→x0
x 6=x0

g(f(x)) = g(y0)Nous démontrons 
e résultat dans le 
as de fon
tions de limite nulle en 0 pour illustrer la for
ede la dé�nition de limite. Nous reviendrons sur 
e 
as dans le 
hapitre sur la 
ontinuité.Preuve. Soit f et g deux fon
tions dé�nies sur un voisinage de 0, de limite 0 en 0 et g(0) = 0.On 
onsidère h = g ◦ f .� La première question 
on
erne la bonne dé�nition de h au voisinage de 0, sauf peut-être en
0.
g est dé�nie sur un voisinage V0 de 0 et, 
omme f a pour limite 0 en 0, il existe don
 unvoisinage U0 de 0 tel que pour tout x ∈ U0, x 6= 0, f(x) ∈ V0. Pour de tels x, h(x) := g(f(x))est don
 bien dé�ni. Ce qui montre que h est dé�nie sur U0, voisinage de 0, sauf, peut-être,en 0.� Le même type de raisonnement nous donne la limite 
her
hée. Soit W un voisinage de 0,
omme g est 
ontinue en 0, il existe un voisinage V de 0 tel que pour tout y ∈ V , g(y) ∈W .Comme la limite de f en 0 est 0, il existe don
 un voisinage U de 0 tel que pour tout x ∈ U ,
x 6= 0, y = f(x) ∈ V . Pour de tels x, h(x) := g(f(x)) = g(y) ∈ W .� Con
lusion : Étant donné W voisinage de 0, on a don
 trouvé un voisinage U de 0 tel quepour tout x ∈ U , x 6= 0, h(x) := g(f(x)) est dans W : 
'est exa
tement la dé�nition du faitque la limite de h(x) lorsque x→ 0 est 0.

⋄Exemples et Remarques Cette proposition de 
omposition, basée sur la 
ontinuité est 
elle quel'on trouve le plus souvent dans les livres. Voi
i une variante en un sens plus naturelle.Dé�nition 14 On suppose que f est dé�nie sur un voisinage de x0, sauf peut-être en x0 et que
y0 est un réel. On dit que

f(x) tend vers y0 et f(x) 6= y0 lorsque x tend vers x0 et x 6= x0 si1. f(x) tend vers y0 lorsque x tend vers x0 et x 6= x02. f(x) 6= y0 pour x su�samment voisin de x0, x 6= x0.On a alors la proposition 23



Proposition 15 Soient f , g deux fon
tions réelles d'une variable réelle, x0, y0 et z0 trois réels.1. Si f(x) → y0 et f(x) 6= y0 lorsque x→ x0 et x 6= x02. Si g(y) → z0 lorsque y → y0 et y 6= y0alors g(f(x)) → z0 lorsque x→ x0 et x 6= x0.Cela revient, dans la pratique 
ourante, à e�e
tuer un 
hangement de variable, y = f(x).Exer
i
e résolu. On rappelle que limx→0
sin x

x
= 1. En déduire, en utilisant les formules trigono-métriques d'angle double et les règles opératoires sur les limites que

lim
x→0

1 − cosx

x2
=

1

2
.1.2.6 Limites à droite et à gau
he en x0La dé�nition de limite s'applique lorsqu'on travaille sur une fon
tion f dé�nie sur un voisinagedu point d'intérêt, x0 et que l'on s'intéresse à la fois à 
e qui se passe à droite et à gau
he de 
epoint.Exemples et Remarques1. f : R

+ → R, x 7→ f(x) = x
|x| n'a pas de limite en 0 mais exhibe une 
ertaine régularitéséparément à droite et à gau
he de 0.2. g : ]−3,+∞[ → R, x 7→ g(x) =

√
3 + x n'est dé�nie qu'à droite de −3 mais g(x) a un
omportement régulier lorsque x s'appro
he de −3 par la droite.Dé�nition 16 Soit f : D → R, x0 ∈ R, ℓ ∈ R.1. Si D∪{x0} est voisinage à droite de x0, i.e 
ontient un intervalle du type [x0, x0 + h[ pourun 
ertain h > 0, on dit que f admet ℓ 
omme limite à droite en x0 siPour tout voisinage V de ℓ,il existe un voisinage U de x0 tel quepour tout x ∈ U ∩D, x > x0,

f(x) ∈ V .On note 
e
i, limx→x0
x>x0

f(x) = ℓ, limx→x
+
0
f(x) = ℓ ou

f(x)
x>x0,x→x0→ ℓ2. On a une dé�nition similaire pour la limite à gau
he, que l'on note limx→x0

x<x0

f(x) = ℓ ou
lim

x→x
−
0
f(x) = ℓ o

f(x)
x<x0,x→x0→ ℓCon
ernant les opérations et les limites à droite, les résultats vus pré
édemment restent valablesen remplaçant systématiquement limx→x0

x 6=x0

par limx→x0
x>x0

. Il en est de même pour les limites à gau
he.Cette notion peut-être utile lorsqu'il s'agit de traiter le 
as d'une fon
tion dé�nie par unealternative du fait du résultat suivantProposition 17 Soit f une fon
tion réelle de variable réelle dé�nie sur un voisinage du point
x0 ∈ R, sauf peut-être en x0. Sont équivalentes les propositions suivantes1. ℓ est limite de f(x) lorsque x→ x0, x 6= x02. ℓ est limite à droite de f(x) lorsque x→ x0 et ℓ est limite à gau
he de f(x) lorsque x→ x0.24



1.3 Limites en +∞, en −∞ et limites in�nies1.3.1 Voisinages de l'in�niDé�nition 18 Soit V une partie de R, on dit que1. V est un voisinage de +∞ si V 
ontient un intervalle du type ]A,+∞[, pour un 
ertain
A ∈ R.2. V est un voisinage de −∞ si V 
ontient un intervalle du type ]−∞, A[, pour un 
ertain
A ∈ R.De la même façon qu'auparavant, f : D → R est dé�nie au voisinage de +∞ (resp. −∞) si D estun voisinage de +∞ (resp. −∞)1.3.2 Dé�nitionDé�nition 19 Soit f : D → R dé�nie au voisinage de +∞, ℓ un réel. On dit que la limite f en

+∞ est ℓ siPour tout voisinage V de ℓ,il existe un voisinage U de +∞ tel que,pour tout x,si x ∈ U ∩D, f(x) ∈ V .On note 
e
i par limx→+∞ f(x) = ℓ ou f(x) → ℓ lorsque x→ +∞.Exemples et Remarques1. On a évidemment une dé�nition analogue pour la situation en −∞.2. On a en
ore uni
ité de la limite, sous réserve d'existen
e.3. La dé�nition de f(x) → 0 lorsque x → +∞ s'é
rit don
, au 
as où f est dé�nie sur unvoisinage de +∞,Pour tout ǫ > 0, il existe A ∈ R tel que pour tout x ∈ ]A,+∞[, |f(x)| < ǫ.4. Sont équivalentes les assertions suivantes(a) f(x) → ℓ lorsque x→ +∞(b) Cara
térisation séquentielle de la limite. Pour toute suite (un)n∈N d'éléments de D,tendant vers +∞, la suite (vn)n∈N dé�nie par vn = f(un), n ∈ N, est 
onvergente vers
ℓ.(
) Développement asymptotique d'ordre 0. Il existe une fon
tion ǫ, de limite 0 en 0, telleque, pour tout x voisin de +∞, on a

f(x) = ℓ+ ǫ(
1

x
)Fon
tions de référen
eLes fon
tions suivantes sont des exemples fondamentaux de fon
tions de limites nulle en +∞.Leur étude sera faite au 
hapitre 7.1. Soit α > 0, la fon
tion f : R

∗ → R, x 7→ 1
|x|α = |x|−α a pour limite 0 en ±∞.2. Soit α > 0, la fon
tion f : R

∗ → R, x 7→ ln |x|
|x|α = |x|−α ln |x| a pour limite 0 en ±∞.3. Soit α ∈ R, β > 0, la fon
tion f : R

∗ → R, x 7→ |x|αe−|x|β a pour limite 0 en ±∞.25



1.3.3 OpérationsCon
ernant les opérations et les limites en +∞, les résultats vus sur les limites usuelles restentvalables en remplaçant systématiquement limx→x0
x 6=x0

par limx→+∞.1.3.4 Limites in�niesIl s'agit, dans 
e paragraphe, d'exprimer le fait que la limite d'une fon
tion en un point x0, àgau
he où à droite ou en ±∞ puisse être l'un des deux in�nis.Nous ne donnons que l'une des dé�nitions, le s
héma général de telles dé�nitions devant êtremaintenant familier :Dé�nition 20 Soit x0 ∈ R, f : D → R une fon
tion dé�nie au voisinage de x0 sauf peut-être en
x0, on dit que f admet +∞ 
omme limite en x0 siPour tout voisinage V de +∞,il existe un voisinage U de x0 tel quepour tout x ∈ U ∩D, x 6= x0,

f(x) ∈ V .Fon
tions de référen
eLes fon
tions suivantes sont des exemples fondamentaux de fon
tions de limites in�nies. Lesexemples 
i-dessous relèvent de 
e que l'on appelle les � 
roissan
es 
omparées �, du logarithme, del'exponentielle et des fon
tions puissan
es, voir la partie 7.4.2 du 
hapitre 7 pour des justi�
ationsde 
e
i.1. Soit α > 0, la fon
tion f : R
∗ → R, x 7→ 1

|x|α = |x|−α a pour limite +∞ en 0.2. La fon
tion f : R
∗ → R, x 7→ 1

x
a pour limite +∞ en 0+ et −∞ en 0−.3. La fon
tion f : R

∗ → R, x 7→ ln |x| a pour limite −∞ en 0 et +∞ en ±∞.4. Soit α ∈ R, β > 0, la fon
tion f : R
∗ → R, x 7→ |x|αe+|x|β a pour limite +∞ en ±∞.Exemples et Remarques Si limx→±∞ f(x) = ±∞, on dit que f admet une bran
he in�niequ'on peut étudier plus avant (re
her
he de droites asymptotes, position de la 
ourbe relativementà 
ette asymptote). Nous étudierons 
e
i plus en détail dans le 
hapitre sur les développementslimités.Proposition 21 (Composition et limites in�nies) Si limy→+∞ g(y) = ℓ où ℓ est soit unnombre, soit l'un des symboles −∞ ou +∞, si limx→x0

f(x) = +∞, alors
lim

x→x0

g(f(x)) = ℓ.Exemples et Remarques1. On a le même type d'énon
é ave
 g(y) → ℓ lorsque y → −∞, f(x) → −∞ lorsque x→ x0.2. On peut rempla
er les � x→ x0 � par des limites lorsque x→ ±∞ ou lorsque x→ x±0 .3. La preuve de 
ette proposition est sur le même 
anevas que la preuve de la 
omposition pourles limites �nies, proposition 13. 26



1.3.5 Quelques remarques �nales 
on
ernant les opérationsOn a vu les règles opératoires 
on
ernant les limites �nies et leur 
omportement vis à vis desopérations. Quand l'une des limites est in�nie ou quand on ne tombe pas dans l'un des 
as dé
rit,on tombe sur 
e que l'on appelle une forme indéterminée. Il s'agit alors de travailler un peuplus pour � lever � 
ette indétermination.Quelques exemples de formes indéterminées (lorsque x→ x0) :1. f(x) → +∞, g(x) → −∞, f(x) + g(x) → ? ?2. f(x) → ±∞, g(x) → ±∞, f(x) + g(x) → ? ?, f(x)/g(x) → ? ?3. f(x) → 0, g(x) → 0, f(x)/g(x) → ? ?4. f(x) → 0, g(x) → +∞, f(x).g(x) → ? ?Il y a par 
ontre un 
ertain nombre de règles 
ombinant limites �nies et in�nies qui sont à
onnaître1. f(x) → +∞, g(x) → +∞, f(x) + g(x) → +∞, f(x).g(x) → +∞2. f(x) → −∞, g(x) → −∞, f(x) + g(x) → −∞, f(x).g(x) → +∞3. f(x) → ℓ, g(x) → +∞, f(x) + g(x) → +∞,(a) Si ℓ > 0, f(x).g(x) → +∞,(b) si ℓ < 0, f(x).g(x) → −∞,(
) si ℓ = 0, indétermination.4. f(x) → ℓ, g(x) → ±∞, f(x)/g(x) → 05. f(x) → ℓ > 0, g(x) → 0+ (
ela signi�e que g reste positive au voisinage du point 
onsidéré),
f(x)/g(x) → +∞Voi
i, sur un 
ertain nombre d'exemples et de te
hniques pour lever 
es indéterminations1. 0/0, limx→0

sin x
x

= 1, 
'est à 
onnaître et une preuve de 
e
i ne peut reposer que sur ladé�nition même de la fon
tion sinus.2. +∞/+∞. limx→+∞
7x2−3x+2

3x2+5 = 7
3 . I
i numérateur et dénominateur tendent vers +∞ (pour-quoi est-
e vrai du numérateur ?). La te
hnique 
onsiste à fa
toriser en haut et en bas la plusgrande puissan
e, qui est le terme dominant lorsque x→ ∞ dans une expression polynomiale.On a don
, pour x assez grand,

7x2 − 3x+ 2

3x2 + 5
=
x2

x2
.
7 − 3

x
+ 2

x2

3 + 5
x2Les règles opératoires indiquent qu'alors la deuxième fra
tion tend vers 7

3 .3. +∞−∞. limx→+∞(
√
x2 + x+ 1−x) = 1

2 (expression 
onjuguée, puis te
hnique pré
édente)4. 0 ×∞. (3x2 − x+ 2) sin 1
x2 → 3 lorsque x→ +∞5. Les te
hniques de développements limités du 
hapitre 6 seront fondamentales pour la levéedes indéterminations.
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Chapitre 2Continuité2.1 Fon
tion 
ontinue en x02.1.1 Dé�nitionDé�nition 22 Soit f une fon
tion dé�nie au voisinage d'un point x0 ∈ R (et don
 y 
ompris en
x0). On dit que f est 
ontinue en x0 si

lim
x→x0

f(x) = f(x0)On a la 
ara
térisation séquentielle de la 
ontinuité en x0.Proposition 23 f : D → R est 
ontinue en x0 ∈ D si pour toute suite (un)n∈N à valeurs dans
D, 
onvergeant vers x0, la suite (vn)n∈N dé�nie par vn = f(un) 
onverge vers f(x0).Exemples et Remarques1. De 
e qui a été dit sur les limites, on a par exemple que toute fon
tion polynomiale dé�niesur R est 
ontinue en tout x0 ∈ R.2. Les fon
tions ln, exp, x 7→ |x|α, les fon
tions trigonométriques usuelles sont 
ontinues entout point de leurs ensembles de dé�nitions respe
tifs.2.1.2 Prolongement par 
ontinuitéLorsque la fon
tion f n'est pas dé�nie en x0, on ne peut don
 pas parler de 
ontinuité de f en
x0. Cependant, par un mé
anisme de prolongement, on peut parfois obtenir une � variante � de
f , une extension de f , qui est 
ontinue en x0.Proposition 24 Soit f : D → R, x0 6∈ D tel que D∪{x0} soit voisinage de x0. Sont équivalentesles assertions suivantes1. Il existe une fon
tion g : D ∪ {x0} → R, 
ontinue en x0, égale à f sur D2. limx→x0

f(x) = ℓ existe.Dans 
e 
as, la fon
tion g est unique, elle est dé�nie par
g(x) = f(x), si x ∈ D, g(x0) = ℓ = lim

x→x0

f(x)

g est appelée le prolongement par 
ontinuité de f au point x0.Exemples et Remarques1. La fon
tion � sinus 
ardinal �, utile en traitement du signal, est dé�nie, pour x ∈ R parsin
(x) = sin x
x

si x 6= 0, sin
(0) = 1. Il s'agit du prolongment par 
ontinuité en 0 de lafon
tion dé�nie par x ∈ R \ {0} 7→ sin x
x

.2. f(x) = x sin 1
x
est prolongeable par 
ontinuité en 0 
ar f(x) → 0 lorsque x→ 0, x 6= 0.29



2.1.3 Continuité à droite et à gau
he en x0Dé�nition 25 Soit f une fon
tion dé�nie au voisinage à droite d'un point x0 ∈ R (et don
 y
ompris en x0). On dit que f est 
ontinue à droite en x0 si
lim

x→x0
x>x0

f(x) = f(x0)On a une dé�nition semblable 
on
ernant la 
ontinuité à gau
he.Exemples et Remarques1. Soit H dé�nie sur R par H(x) = 1 si x ≥ 0, H(x) = 0 si x < 0. H est 
ontinue à droite, ellen'est pas 
ontinue à gau
he.2. Soit H̃ dé�nie sur R par H̃(x) = 1 si x > 0, H̃(x) = 0 si x ≤ 0. H̃ est 
ontinue à gau
he,elle n'est pas 
ontinue à droite.Proposition 26 Une fon
tion est 
ontinue en un point x0 si et seulement elle y est 
ontinue àgau
he et à droite.Exer
i
e résolu. Étudier, suivant les valeurs du paramètre réel a, la 
ontinuité en 0 de la fon
tion
f : R → R dé�nie par

f(x) =

{
sin 2x

x
si x < 0

x+ a si x ≥ 0Indi
ation: La limite à gau
he en 0 de 
ette fon
tion est 1
2
, sa limite à droite y est a, qui est par ailleurssa valeur en 0, f est don
 
ontinue en 0 si et seulement si a = 1

2
.2.1.4 Quelques théorèmes utilesOn peut reformuler pour les fon
tions 
ontinues en un point x0, les résultats énon
és lors del'étude des limites.

f bornée lo
alementProposition 27 Si f est 
ontinue en x0 alors f est bornée sur un voisinage de x0.Positivité sur un voisinageProposition 28 Si f est 
ontinue en x0 et f(x0) > 0, alors f(x) > 1
2f(x0) pour tout x dans un
ertain voisinage de x0.OpérationsProposition 29 Si f et g sont 
ontinues en x0, il en est de même de f + g et f.g ; et, pourvuque g(x0) 6= 0, f/g est dé�nie au voisinage de x0 et est 
ontinue en x0.CompositionProposition 30 Si f est 
ontinue en x0 ∈ R, y0 = f(x0), g est 
ontinue en y0 alors h = g ◦ fest bien dé�nie sur un voisinage de x0 et est 
ontinue en x0.Preuve. La 
ontinuité de g en y0 = f(x0) implique l'existen
e d'un DL d'ordre 0 de g en y0, i.eil existe une fon
tion η, η(0) = 0, 
ontinue en 0 telle que, pour tout y dans un voisinage V de y0,on a

g(y) = g(y0) + η(y − y0)De même, la 
ontinuité de f en x0 implique l'existen
e d'un DL d'ordre 0 de f en x0, i.e il existeune fon
tion ǫ, ǫ(0) = 0, 
ontinue en 0 telle que, pour tout x dans un voisinage U de x0, on a
f(x) = f(x0) + ǫ(x− x0)30



On peut par ailleurs supposer que si x ∈ U , f(x) ∈ V quitte à restreindre l'ensemble U .On peut don
 substituer f(x) à y dans la première égalité pour obtenir que pour tout x ∈ U ,
h(x) = g(y0) + η(f(x0) + ǫ(x− x0) − y0) = h(x0) + (η ◦ ǫ)(x− x0)La fon
tion η ◦ ǫ est nulle en 0 et est 
ontinue en 0 (voir à 
e propos l'énon
é de 
ompositionde limites), on a don
 obtenu un DL de h en x0 à l'ordre 0 qui prouve que h est 
ontinue en x0. ⋄Remarque : Nous utiliserons la même te
hnique de preuve lors de la proposition 49 pourprouver l'énon
é 
on
ernant la dérivée d'une fon
tion 
omposée.2.2 Fon
tion 
ontinue sur un intervalle2.2.1 Dé�nitionDé�nition 31 Soit f : D → R une fon
tion, I un intervalle de R non trivial1, 
ontenu dans D.1. Si I est ouvert, on dit que f est 
ontinue sur I si f est 
ontinue en tout x0 ∈ I2.2. Si I = [a, b], on dit que f est 
ontinue sur I si� elle est 
ontinue sur ]a, b[� elle est 
ontinue à droite en a� elle est 
ontinue à gau
he en b3. Plus généralement, si I 
ontient une de ses bornes, on demande la 
ontinuité à gau
he ou àdroite à la borne.Exemples et Remarques1. I 
ontient l'une de ses bornes, le fait que f soit 
ontinue sur I ne signi�e pas que f est
ontinue en 
haque point3 de I.2. Illustrons 
e fait sur un exemple 
on
ret. Considérons la fon
tion H dé�nie sur l'intervalle

[−1, 1] par H(x) = 1 si x ≥ 0, H(x) = 0 si x < 0.La fon
tion H n'est pas 
ontinue sur son intervalle de dé�nition 
ar elle n'est pas 
ontinueen 0. Par 
ontre elle est 
ontinue sur 
ha
un des intervalles [−1, 0[ et [0, 1].3. Lorsque l'on parlera de fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, on se pla
era toujours dans lasituation où f est dé�nie sur un domaine D 
ontenant I et I est non trivial.4. Une remarque toute simple mais utile à la 
ohéren
e du dis
ours est que si f est 
ontinuesur un intervalle I et J est un intervalle 
ontenu dans I alors f est 
ontinue sur I.5. En utilisant la 
ara
térisation séquentielle des limites, on obtient alorsProposition 32 Soit I un intervalle de R, f une fon
tion alors on a équivalen
e entre(a) f est 
ontinue sur I(b) Pour toute suite (un)n∈N de points de I 
onvergeant vers ℓ dans I, la suite (f(un))n∈N
onverge vers f(ℓ).2.2.2 PropriétésRe
ollementProposition 33 (Re
ollement) Soient I et J deux intervalles fermés ayant un seul point 
om-mun a. Si f est 
ontinue sur I et f est 
ontinue sur J alors f est 
ontinue sur l'intervalle I ∪ J .Il su�t de voir que dans 
ette situation, 
omme I et J sont non triviaux, a est un point intérieurà l'intervalle I ∪ J . Par ailleurs, les limites à gau
he et à droite de f en a 
oin
ident toutes deuxave
 f(a). En 
on
lusion f admet f(a) pour limite en a.1Un intervalle est non trivial s'il est non vide, non réduit à un point.2On remarque qu'alors I est voisinage de 
ha
un de ses points3Dans 
ertain ouvrages, 
omme dé�nition de f est 
ontinue sur une partie D′ 
ontenue dans D, on de mandeque f soit 
ontinue en 
haque point de D′. Ce n'est pas la 
onvention que nous adoptons i
i31



OpérationsProposition 34 Si I est un intervalle de R non trivial, f, g, fon
tions à valeurs réelles sont
ontinues sur I alors1. f + g est 
ontinue sur I2. f.g est 
ontinue sur I3. si g ne s'annule pas sur I, f/g est 
ontinue sur ICompositionProposition 35 Soient I et J deux intervalles de R. Si f , à valeurs réelles, 
ontinue sur I, g, àvaleurs réelles, 
ontinue sur J . Si, pour tout x ∈ I, f(x) ∈ J , la 
omposée h = g ◦ f est 
ontinuesur I.2.2.3 Le théorème des valeurs intermédiaires (TVI) : version 1Théorème 36 Soit g une fon
tion, à valeurs réelles, 
ontinue sur un intervalle I de R, a, b ∈ I.Si g(a) et g(b) sont non nuls et de signes opposés, il existe alors c, stri
tement entre4 a et b telque g(c) = 0.Nous 
onsa
rerons le paragraphe 2.3 à la preuve de 
e théorème.Exer
i
e résolu. Montrer qu'il existe un nombre c ∈ ]0, π
2

[ tel que c = cos2 c.2.2.4 TVI : version 2Théorème 37 Soit I un intervalle de R, f à valeurs réelles, 
ontinue sur I, a, b ∈ I. Si y estentre f(a) et f(b), il existe alors x ∈ [a, b] tel que f(x) = y.Preuve. Soit y un nombre entre f(a) et f(b). Il s'agit de se mettre en position pour appliquerle théorème 36. Il su�t de 
onsidérer la fon
tion g dé�nie par g(t) = f(t) − y pour t ∈ I 
ar unesolution de l'équation g(x) = 0, x ∈ I est une solution de f(x) = y, x ∈ I et ré
iproquement.Soit don
, si f(a) ≤ y et f(b) ≥ y5,
g(t) = f(t) − y
ette fon
tion est 
ontinue sur [a, b], g(a) = f(a) − y ≤ 0, g(b) = f(b) − y ≥ 0 et don
 il existe

c ∈ [a, b] tel que g(c) = 0 et don
 f(c) = y. ⋄2.2.5 TVI : version 3Théorème 38 Soit I un intervalle quel
onque de R, f une fon
tion à valeurs réelles, 
ontinuesur I. L'ensemble f(I) = {f(x), x ∈ I} est un intervalle de R.Exemples et Remarques1. Cela signi�e que lorsque x dé
rit I, f(x) dé
rit exa
tement un intervalle....2. Au
une pré
ision n'est apportée quant au � type � de l'intervalle image, sauf le 
as trèsparti
ulier où l'intervalle I est de la forme [a, b], le type de l'intervalle image est indépendantdu type de l'intervalle de départ. Par exemple, si f : I = ]−1, 1[ → R est dé�nie par
f(x) = x2, on a f(I) = [0, 1[Preuve. On utilise la 
ara
térisation suivante des intervalles de R ont la preuve est un hors denotre programme.4c est entre a et b si a ≤ c ≤ b ou a ≥ c ≥ b, il est stri
tement entre a et b si a < c < b ou a > c > b5L'autre 
as se traite de manière similaire 32



Proposition 39 Si A est une partie de R possédant la propriété suivante,� Pour toute paire de points y1 et y2 dans A, si y est un réel entre y1 et y2 alors y ∈ A �alors A est un intervalle de R.Ré
iproquement, les intervalles de R ont 
ette propriété.Cette 
ara
térisation n'est pas triviale (la ré
iproque est 
laire 
omme on peut le voir en listanttous les types possibles d'intervalles). La di�
ulté pour montrer qu'une partie de R ayant 
ettepropriété est un intervalle est d'exhiber les bornes possibles pour l'intervalle...Revenons à la preuve du théorème 38. Soit A = f(I) = {f(x), x ∈ I}. Soient y1 et y2 dans Aet y un réel quel
onque entre y1 et y2. On peut alors trouver deux points a et b dans I tels que
f(a) = y1 et f(b) = y2. Le théorème 37, appliqué à l'intervalle fermé J d'extrémités a et b, a�rmeque, puisque f est 
ontinue sur J et que y est entre f(a) et f(b), il existe x entre a et b tel que
f(x) = y. Ce nombre x est dans I 
ar a et b y sont et don
 
ela montre que y ∈ f(I) = A.D'après la proposition 39, on a don
 montré que A est un intervalle.

⋄2.2.6 Fon
tion 
ontinue sur un segmentOn admet le théorème suivant dont la preuve est du même ordre de di�
ulté que la preuve duthéorème des valeurs intermédiaires.Théorème 40 Soit I = [a, b] un segment dans R, f une fon
tion à valeurs réelles, 
ontinuesur I. Il existe alors un maximum M de f sur I, i.e il existe c ∈ I tel que pour tout x ∈ I,
f(x) ≤M = f(c).Exemples et Remarques1. On a un énon
é similaire pour les minima et, 
ouplé ave
 le théorème des valeurs intermé-diaires, on obtient queThéorème 41 Soit I = [a, b] un segment dans R, f : I → R une fon
tion 
ontinue. f(I)est un segment dans R, i.e il existe m,M ∈ R tels que f(I) = [m,M ].2. Le théorème est remarquable en 
e
i qu'il est faux à partir du moment où I n'est pas dutype [a, b].3. Si I = [1,+∞[ et f(x) = 1

x
alors s'il y avait un minimum de 
ette fon
tion en c ∈ I, onaurait une 
ontradi
tion 
ar f(c+ 1) < f(c).4. Si I = ]0, 1] et f(x) = (1 − x) sin 1

x
, f n'a ni minimum ni maximum sur I. Lorsque xs'appro
he de 0, f(x) s'appro
he d'aussi près que l'on veut de ±1 sans jamais atteindre 
esvaleurs.2.3 Preuve du théorème 36Il s'agit de 
onstruire une solution à l'équation g(x) = 0 d'in
onnue x ∈ [a, b] sous les hypothèsesque g est 
ontinue sur [a, b] et que g(a) et g(b) sont de signes opposés.L'idée est de donner un algorithme, de re
her
he de ra
ines, l'algorithme de di
hotomie,fournissant deux suites d'approximations par défaut et par ex
ès d'une solution de 
ette équation.Nous 
ommençons par un rappel sur 
ertains types de suites, les suites adja
entes.2.3.1 Suites adja
entesDé�nition 42 Deux suites réelles (an)n∈N et (bn)n∈N sont dites adja
entes si1. an ≤ bn pour tout n ∈ N2. (an) 
roit et (bn) dé
roît3. limn→∞ bn − an = 0 33



Le théorème des suites adja
entes a�rme que deux suites adja
entes sont 
onvergentes et ontmême limite. Ce théorème est issu de la 
onstru
tion même des nombres réels6�il peut, suivant la
onstru
tion 
hoisie, être un théorème ou un axiome�Il n'est pas question que nous le démontrionsi
i.2.3.2 Le prin
ipe de di
hotomieOn peut supposer sans perte de généralité que g(a) ≤ 0 et g(b) ≥ 0.Soit a0 = a, b0 = b, c0 = a0+b0
2 . Si l'un des nombres f(a0), f(b0) ou f(c0) est nul, l'algorithmeest terminé et on a bien trouvé une solution de l'équation f(x) = 0. Sinon, on a f(a0) < 0,

f(b0) > 0 et deux possibilités : f(c0) < 0 ou f(c0) > 0.� Si f(c0) < 0, on pose a1 = c0, b1 = b0� Si f(c0) > 0, on pose a1 = a0, b1 = c0on pose c1 = a1+b1
2 . Dans les deux 
as, on a alors f(a1) < 0, f(b1) > 0, a0 ≤ a1 ≤ c1 ≤ b1 ≤ b0.En supposant 
onstruit an < bn et cn = an+bn

2 , ave
 f(an) < 0 et f(bn) > 0, on peut 
onstruire
an+1 et bn+1 de la même façon que l'on 
onstruit a1 et b1 à partir de a0 et b0.� Si f(cn) = 0, l'algorithme s'arrête et on a trouvé une solution de l'équation.� Si f(cn) < 0, on pose an+1 = cn, bn+1 = bn� Si f(cn) > 0, on pose an+1 = an, bn+1 = cnDans les deux derniers 
as, on a an ≤ an+1 < bn+1 ≤ bn, f(an+1) < 0 et f(bn+1) > 0 et on peutdon
 re
ommen
er la 
onstru
tion.Si l'algorithme ne s'arrête pas, les deux suites (an) et (bn) 
onstruites par ré
urren
e sontadja
entes : elles sont 
lairement l'une 
roissante et l'autre dé
roissante, on a bien an ≤ bn et en�n
bn − an = 1

2n → 0 lorsque n→ ∞. Par ailleurs, pour tout n ∈ N, f(an) < 0 et f(bn) > 0.Le théorème des suites adja
entes a�rme alors qu'elles 
onvergent vers une 
ertaine limite
c ∈ [0, 1]. Comme f est 
ontinue sur [0, 1] (et don
 en c), on alors que f(an) → f(c) et f(bn) → f(c)lorsque n→ ∞. De la première 
onvergen
e, on tire f(c) ≤ 0, de la deuxième, f(c) ≥ 0. Au �nal,on a f(c) = 0 et don
 c est une solution de l'équation 
onsidérée.

a0 b0

a1 b1

a2 b2

a3 b3

c0c1c2 c3

f(x)

Fig. 2.1 � L'algorithme de di
hotomie. Le point c3 est très pro
he d'une solution de l'équation6Que seuls 
eux qui aiment lire par eux-mêmes apprendront34



Chapitre 3Dérivabilité3.1 Dérivée en un point et interprétation géométrique3.1.1 Dé�nitionDans la suite f est toujours une fon
tion dé�nie au voisinage du réel x0, y 
ompris en x0.Dé�nition 43 Soit x0 un réel, f une fon
tion dé�nie au voisinage de x0.1. La fon
tion θ dé�nie par θ(x) = f(x)−f(x0)
x−x0

est bien dé�nie au voisinage de x0 sauf en x0.
θ(x) est le taux d'a

roissement de f entre x et x0.2. On dit que f est dérivable en x0 lorsque le taux d'a

roissement de f entre x et x0 admetune limite lorsque x → x0. Cette limite s'appelle le nombre dérivé de f en x0 et est noté
f ′(x0). On a don
, lorsque 
ela à un sens,

f ′(x0) := lim
x→x0

f(x) − f(x0

x− x0
= lim

h→0

f(x0 + h) − f(x0)

hExemples et Remarques1. f : R → R dé�nie par f(x) = x2 admet un nombre dérivé en tout x0 ∈ R. On a f ′(x0) = 2x0.2. g : R
+ → R dé�nie par g(x) =

√
x admet un nombre dérivé (ou une dérivée) en x0 pourtout x0 > 0. On a

g′(x0) =
1

2
√
x03. h : R → R dé�nie par h(x) = x2 sin 1

x
si x 6= 0 et h(0) = 0 est dérivable en x0 = 0 ave


h′(0) = 0 (Elle est d'ailleurs dérivable en tout x0 ∈ R, 
e que l'on verra plus tard.)3.1.2 Interprétation géométriqueEn 
onsidérant le graphe de f au voisinage de x0, pour x 6= x0 la 
orde au graphe passant parles pointsM0 etM de 
oordonnées (x0, f(x0)) et (x, f(x)) a pour équation (d'in
onnues X,Y ∈ R)
Y − f(x0) = θ(x).(X − x0)Lorsque x tend vers x0, θ(x) tend vers f ′(x0), 
e qui signi�e géométriquement que la 
orde se� rappro
he � de la droite d'équation
Y − f(x0) = f ′(x0).(X − x0)Cette droite est appelée la tangente au graphe de f en x0.35
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Fig. 3.1 � x0 = 1.1, quelques 
ordes au graphe de f passant par (x0, f(x0)) et la tangente augraphe en x03.1.3 Tangente verti
aleSi le taux d'a

roissement d'une fon
tion f en un point x0 admet une limite in�nie lorsque xtend vers x0. On dit que le graphe de f admet une tangente verti
ale. Attention ! Dans un tel 
as,la fon
tion f n'est pas dérivable en x0Un exemple typique est le 
as fon
tion x 7→ x
1
3 en 0. Nous invitons le le
teur à tra
er l'allurede son graphe au voisinage de 0.3.1.4 DL d'ordre 1De la dé�nition même de limite, on déduit laProposition 44 Soit x0 un réel, f une fon
tion dé�nie au voisinage de x0. f est dérivable en x0si et seulement si il existe un nombre ℓ et une fon
tion ǫ, dé�nie au voisinage de 0 tels que(i) ǫ est 
ontinue en 0, ǫ(0) = 0(ii) pour tout x voisin de x0,

f(x) = f(x0) + ℓ.(x− x0) + (x− x0)ǫ(x− x0)Dans 
e 
as, ℓ = f ′(x0).L'é
riture du point (ii) s'appelle le développement limité d'ordre 1 de f au voisinage de
x0.3.1.5 Dérivabilité et 
ontinuitéCorollaire 45 Si f est dérivable en x0, elle y est 
ontinue.Exemples et Remarques1. La ré
iproque est fausse 
omme le montre l'exemple de la fon
tion valeur absolue en 0.2. On peut 
onstruire une fon
tion, 
ontinue sur R, qui n'est dérivable en au
un point36



3.1.6 Dérivabilité à droite et à gau
heDé�nition 46 Soit x0 ∈ R, f une fon
tion dé�nie dans un voisinage à droite de x0. On dit que
f est dérivable à droite en x0, de nombre dérivé f ′

d(x0) si f(x)−f(x0)
x−x0

admet une limite lorsque xtend vers x0 à droite. Dans 
e 
as
f ′

d(x0) = lim
x→x0
x>x0

f(x) − f(x0)

x− x0
= lim

h→0

h>0

f(x0 + h) − f(x0)

hOn a une dé�nition similaire pour la dérivabilité à gau
he et f ′
g(x0), le nombre dérivé à gau
he.Proposition 47 Soit f dé�nie au voisinage du point x0. f est dérivable en x0 si et seulement sielle y est dérivable à gau
he et à droite et

f ′
d(x0) = f ′

g(x0)Exer
i
e résolu. Étude de la dérivabilité de f(x) =
√
x2 + x3 dé�nie sur [−1,+∞[ en −1 à droiteet en 0.3.1.7 Opérations algébriquesProposition 48 Soit x0 un réel, f et g deux fon
tions dé�nies au voisinage de x0, dérivables en

x0.1. f + g est dérivable en x0 et
(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)2. (Règle de Leibniz) f.g est dérivable en x0 et

(f.g)′(x0) = f ′(x0).g(x0) + f(x0).g
′(x0).En parti
ulier, 
e
i s'applique si f est une fon
tion 
onstante, f(x) = C, pour donner que

C.g est dérivable en x0 ave

(C.g)′(x0) = C.g′(x0)3. Si g(x0) 6= 0, les fon
tions 1

g
et f

g
sont dé�nies au voisinage de x0, sont dérivables en x0ave
 (

1

g

)′
(x0) = − g′(x0)

g(x0)2
et (f

g

)′
(x0) =

f ′(x0).g(x0) − f(x0).g
′(x0)

g(x0)23.1.8 CompositionProposition 49 (Règle de la 
haîne) Soit x0 ∈ R, f une fon
tion dé�nie au voisinage de x0,dérivable en x0. Soit y0 = f(x0), g une fon
tion dé�nie au voisinage de y0, dérivable en y0.La fon
tion h = g ◦ f est dé�nie au voisinage de x0, y est dérivable et
h′(x0) = (g ◦ f)′(x0) = f ′(x0).g

′(y0) = f ′(x0).g
′(f(x0))En notation physi
ienne, en posant y = f(x),

dh

dx
(x0) =

dg

dy
(y0)

dy

dx
(x0)Preuve. Le fait que h soit bien dé�nie au voisinage de x0 est une 
onséquen
e de l'énon
é similairesur la 
ontinuité. 37



D'après la proposition 44, il existe deux fon
tions ǫ et η, dé�nies au voisinage de 0 telles quepour tout x voisin de x0, tout y voisin de y0 = f(x0),
f(x) = f(x0) + (x− x0)f

′(x0) + (x− x0)ǫ(x− x0)

g(y) = g(y0) + (y − y0)g
′(y0) + (y − y0)η(y − y0)

y = f(x) est su�samment voisin de y0 pour que l'on puisse é
rire, par substitution de la premièreégalité dans la se
onde que
g(f(x)) = g(f(x0)) + ((x − x0)f

′(x0) + (x− x0)ǫ(x− x0)) g
′(y0) +

+ ((x − x0)f
′(x0) + (x− x0)ǫ(x− x0)) η ((x− x0)f

′(x0) + (x − x0)ǫ(x − x0))

= g(f(x0)) + (x− x0)f
′(x0).g

′(y0) + (x − x0)ǫ
′(x− x0)On a i
i posé

ǫ′(h) = ǫ(h)g′(y0) + (f ′(x0) + ǫ(h)) η (h.f ′(x0) + hǫ(h))qui est 
lairement une fon
tion de limite 0 en 0. On a don
 prouvé l'existen
e d'un DL d'ordre 1de h au voisinage de x0, i.e la dérivabilité de h en x0 et le fait que
h′(x0) = f ′(x0).g

′(y0)

⋄3.2 Fon
tion dérivable sur un intervalle, fon
tion de 
lasse C1sur un intervalle3.2.1 Dé�nitionDé�nition 50 Soit f : D → R une fon
tion de variable réelle, à valeurs réelles. Soit I un inter-valle non trivial 
ontenu dans D.1. Si la fon
tion f est dérivable en tout point de I (à droite ou à gau
he si l'on s'intéresse àune borne de I 
ontenue dans I), on dit que f est dérivable sur I. Dans 
e 
as, la fon
tion
f ′ dé�nie sur I par

f ′(x) = le nombre dérivé de f en xest appelée la fon
tion dérivée de f sur I2. Si la fon
tion f est dérivable sur I et que sa dérivée f ′ sur I est 
ontinue sur I, on dit que
f est de 
lasse C1 sur I, 
e que l'on note f ∈ C1(I).Exemples et Remarques1. Les fon
tions les plus simples sont les fon
tions 
onstantes sur R. Celles-
i sont de 
lasse C1sur R, leur dérivée est la fon
tion nulle.2. La fon
tion x 7→ x est de 
lasse C1 sur R, sa dérivée est la fon
tion 
onstante égale à 1.3. La fon
tion √

. est une fon
tion de 
lasse C1 sur ]0,+∞[, sa dérivée est la fon
tion x ∈
]0,+∞[ 7→ 1

2
√

x
.4. La fon
tion √
. n'est pas dérivable sur son intervalle de dé�nition 
ar elle n'est pas dérivableà droite en 0.5. La fon
tion ln est de 
lasse C1 sur ]0,+∞[, sa dérivée est la fon
tion x 7→ 1

x
.6. exp, sin, cos sont de 
lasse C1 sur R. Leurs fon
tion dérivées sont respe
tivement exp, cos et

− sin. 38



3.2.2 OpérationsProposition 51 (Re
ollement) Soient I et J deux intervalles fermés ayant pour seul point
ommun le point a. Soit f une fon
tion de 
lasse C1 sur I et sur J alors, pourvu que f ′
g(a) =

f ′
d(a) la fon
tion f est de 
lasse C1 sur l'intervalle I ∪ J .Les résultats 
on
ernant les opérations sur les fon
tions et la dérivabilité en un point as'étendent naturellement en des résultats sur les fon
tions dérivéesProposition 52 1. Soit f ∈ C1(I) alors(i) Si λ ∈ R, λ.f ∈ C1(I), sur I,

(λ.f)′ = λ.f ′(ii) Si f ne s'annule pas sur I, 1
f
∈ C1(I) et, sur I,

(
1

f

)′
= − f ′

f22. Soit de plus g ∈ C1(I)(i) Les fon
tions f + g et f.g sont de 
lasse C1 sur I et, sur I,
(f + g)′ = f ′ + g′ et (f.g)′ = f.g′ + f ′.g(ii) Si f ne s'annule pas sur I, alors g

f
est de 
lasse C1 sur I et, sur I,

(
g

f

)′
=
g′.f − g.f ′

f23. Soit J un intervalle et g ∈ C1(J). Si pour tout x ∈ I, f(x) ∈ J alors la fon
tion g◦f ∈ C1(I),et, sur I,
(g ◦ f)′ = (g′ ◦ f).f ′Exemples et Remarques1. Du fait que la fon
tion id : R → R, x 7→ x est C1 sur R, on déduit que tout fon
tionpolynomiale est C1 sur R, sa dérivée est alors une fon
tion polynomiale.2. Une fra
tion rationnelle est de 
lasse C1 sur tout intervalle 
ontenu dans son domaine dedé�nition. Sa fon
tion dérivée est-elle même, sur 
ha
un de 
es intervalles, une fra
tionrationnelle.3. tan est de 
lasse C1 sur l'intervalle ]−π

2 ,+
π
2

[. Sa dérivée y est la fon
tion x 7→ 1 + tan2 x =
1

cos2 x
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f(x) f ′(x) 
ommentaires
xn nxn−1 pour x ∈ R si n ∈ N

xn nxn−1 pour x 6= 0 si n ∈ Z

xα αxα−1 pour x > 0 si α ∈ R

ex ex pour x ∈ R

lnx 1
x

pour x > 0

ln |x| 1
x

pour x 6= 0

sinx cosx pour x ∈ R

cosx − sinx pour x ∈ R

tanx 1
cos2 x

= 1 + tan2 x pour x 6∈ {π
2 +

kπ, k ∈ Z}

arcsinx 1√
1−x2

pour −1 < x < 1

arccosx − 1√
1−x2

pour −1 < x < 1

arctanx 1
1+x2 pour x ∈ RTab. 3.1 � Les dérivées 
lassiques
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Chapitre 4Utilisation de la dérivée4.1 Extrema et points 
ritiquesDé�nition 53 Une fon
tion f : D → R admet un maximum lo
al en a ∈ D s'il existe unvoisinage I de a tel que pour tout x ∈ I ∩D, f(x) ≤ f(a).Exemples et Remarques On a une dé�nition semblable pour un minimum lo
al. Si f admet en
a un maximum ou un minimum lo
al, on dit que f admet un extremum lo
al.Si f admet un maximum global en a, elle y admet a fortiori un maximum lo
al.Proposition 54 Soit f une fon
tion à valeurs réelles, dérivable sur un intervalle I, a un pointintérieur à I1.Si f admet un extremum lo
al en a alors f ′(a) = 0.Preuve. Supposons que f ′(a) 6= 0, il existe une fon
tion ǫ telle que pour tout x voisin de a,

f(x) − f(a) = f ′(a).(x − a) (1 + ǫ(x− a))Sur un 
ertain voisinage de a, la quantité 1 + ǫ(x − a) est stri
tement positive et don
, sur 
evoisinage, f(x)− f(a) est du même signe que f ′(a).(x− a). De part et d'autre de a (on se sert làdu fait que a est intérieur à I), 
ette quantité prend des valeurs > 0 et < 0, 
e qui est impossiblesi f admet un extremum lo
al en a. ⋄4.2 Le lemme de Rolle et le théorème des a

roissements �nisThéorème 55 (A

roissements �nis) Soit I = [a, b] un intervalle de R, f une fon
tion àvaleurs réelles, 
ontinue sur I, dérivable sur ]a, b[. Il existe un point c ∈ ]a, b[ tel que
f(b) − f(a)

b− a
= f ′(c)Preuve. On se ramène d'abord au 
as parti
ulier où f(a) = f(b) auquel 
as le théorème pré
édents'appelle le Lemme de Rolle. Si f satisfait les hypothèses du théorème des a

roissements �nis,la fon
tion

f̃(x) = f(x) − eq. de la 
orde entre a et bsatisfait les hypothèses du lemme de Rolle et l'on peut 
on
lure.Si f(a) = f(b), la fon
tion f , qui est 
ontinue sur [a, b] admet un minimum m et un maximum
M par le théorème 41. Si m = M , 
ela signi�e que la fon
tion est 
onstante sur [a, b]. Sa dérivéey est don
 nulle.Si m < M , l'un de 
es deux nombres est di�érent de f(a) = f(b), il s'agit don
 d'un extremumlo
al de f atteint en un point intérieur c à [a, b]. On a alors f ′(c) = 0. ⋄1i.e a n'est pas une borne de I 41



f(a)

f(c)

f(b)

a c b

y = f(b)−f(a)
b−a

(x− a) + f(a)

y = f ′(c)(x − a) + f(a)

f(x)t(x)
(x)

Fig. 4.1 � [a, b] = [1, 2], il y a une tangente entre a et b qui est parallèle à la 
orde au graphe entre
a et b.4.3 Croissan
e d'une fon
tion et signe de la dérivéeDé�nition 56 Soit D ⊂ R et f une fon
tion à valeurs réelles dé�nie sur D.1. On dit que f est 
roissante sur D si, pour tous x, y ∈ D, si x < y alors f(x) ≤ f(y)2. On dit que f est dé
roissante sur D si, pour tous x, y ∈ D, si x < y alors f(x) ≥ f(y)3. On dit que f est stri
tement 
roissante sur D si, pour tous x, y ∈ D, si x < y alors

f(x) < f(y)4. On dit que f est stri
tement dé
roissante sur D si, pour tous x, y ∈ D, si x < y alors
f(x) > f(y)Théorème 57 Si I est un intervalle de R et si f est une fon
tion dérivable sur I telle que f ′ > 0sur I alors f est stri
tement 
roissante sur I.Preuve. Soient x < y deux points de I. La fon
tion f est dérivable sur ]x, y[ et 
ontinue sur

[x, y]. On peut alors appliquer le théorème 55 (TAF) pour obtenir que, pour un 
ertain z ∈ I,
f(y) − f(x)

y − x
= f ′(z) > 0On a don
 
lairement que f(y) > f(x). ⋄Exemples et Remarques1. Si f ′ < 0 sur I, f y est stri
tement dé
roissante2. Si f ′ est seulement positive sur I (i.e, elle peut s'annuler) alors f est 
roissante sur I.Ré
iproquement, si f est 
roissante sur un intervalle I, sa dérivée y est ≥ 0.3. Le théorème 57 est utilisé 
onstamment lorsque l'on 
onstruit le tableau de variations de

f . C'est lui qui justi�e le passage de la ligne indiquant le signe de f ′ à la ligne indiquant lesens de variation de f . 42



4. Lorsque l'on 
onstruit le tableau de variations de f , on 
her
he les intervalles sur lequel sadérivée est > 0, 
e que l'on marque dans le tableau de signe de f ′ par un +. De même,on marque par un − les intervalles sur lesquels f ′ < 0. Il s'agit don
 de résoudre les deuxinéquations d'in
onnue x : f ′(x) < 0 et f ′(x) > 0. Dans la pratique et dans la plupart des
as, la fon
tion f est C1 et don
, pour déterminer 
es zones, 
omme f ′ est 
ontinue, d'aprèsle TVI, le théorème 362, il su�t de résoudre l'équation f ′(x) = 0. On sait alors que f est designe 
onstant sur les intervalles délimités par les solutions de 
ette équation. On peut alorstrouver 
e signe en 
al
ulant, par exemple, f(x) pour un x bien 
hoisi de l'intervalle ou partout autre argument du même 
alibre.Théorème 58 Si f ∈ C1(I) et sa dérivée y est nulle alors f est 
onstante sur I.Exemples et Remarques1. Ce théorème implique l'égalité, à une 
onstante additive près, de primitives sur un intervalle
I d'une fon
tion f 
ontinue sur I, voir la se
tion 5.1.1 du 
hapitre 52. Il est aussi à la base de résultats d'uni
ité 
on
ernant les équations di�érentielles.4.4 Prolongement de la dérivéeThéorème 59 Soit f une fon
tion C1 sur un intervalle I = ]a, b]. Supposons que(i) f se prolonge par 
ontinuité sur [a, b] en une fon
tion f̃ .(ii) f ′ se prolonge par 
ontinuité sur [a, b] en une fon
tion galors f̃ est C1 sur [a, b] et sur 
et intervalle f̃ ′ = g.Preuve. On sait déjà que sur ]a, b], f̃ est C1 et f̃ ′ = g, tout le problème est 
on
entré au point a.Soit x ∈ ]a, b], d'après le théorème 55, le TAF, appliqué à f̃ sur l'intervalle [a, x], on a l'existen
ed'un point zx ∈ ]a, x[ tel que

f̃(x) = f̃(a) + (x− a)g(zx)Mais, 
omme g est 
ontinue sur [a, b] et notamment en a, il existe ǫ as usual tel que
g(zx) = g(a) + ǫg(zx − a)En remplaçant, on obtient alors que

f̃(x) = f̃(a) + (x − a)g(a) + (x − a)ǫg(zx − a)Comme lorsque x→ a, za → a (gendarmes !), alors, il existe une fon
tion ǫ telle que ǫg(zx − a) =
ǫ(x− a), 
e qui donne

f̃(x) = f̃(a) + (x− a)g(a) + (x− a)ǫ(x− a)et garantit que f̃ est dérivable en a ave
 f̃ ′(a) = g(a). ⋄Exer
i
e résolu. Montrer que la fon
tion dé�nie pour x 6= 0 par la formule sin x
x

se prolonge enune fon
tion C1 sur tout R. 3 Quelle est la valeur de sa dérivée en 0 ? Indi
ation: On admettra qu'ilexiste deux fon
tions ǫ de limite 0 en 0 telles que cos x = 1 −

1
2
x2 + x2ǫ(x) et sin x = x −

1
6
x3 + x3ǫ(x).4.5 L'inégalité des a

roissements �nisThéorème 60 Si f est C1 sur un intervalle I = [a, b], alors il existe une 
onstante M telle quepour tous x, y,∈ I,

|f(x) − f(y)| ≤M |x− y|On peut prendre pour M tout nombre majorant |f ′| sur l'intervalle I.2l'hypothèse de 
ontinuité de la dérivée est en fait inutile, on peut en e�et montrer, 
'est le théorème de Darboux,que f ′ veri�e toujours le TVI3Cette fon
tion est appelée le sinus 
ardinal, elle est utilisée en éle
tronique, en traitement du signal...43



Preuve. |f ′| est 
ontinue sur [a, b], il existe don
 une 
onstante M telle que pour tout z ∈ I,
|f ′(z)| ≤M .Soient x < y dans I, on peut appliquer le TAF, le théorème 55, à la fon
tion f sur l'intervalle
[x, y] et don
, il existe z ∈ I tel que

|f(x) − f(y)| = |f ′(z)||x− y| ≤M |x− y|

⋄Ce théorème sert à obtenir des inégalités intéressantes. A titre d'exemples, le le
teur pourramontrer les inégalité suivantes1. Pour tous x, y ∈ R,
| sinx− sin y| ≤ |x− y|2. Si a > 0, pour tous x, y ∈ [a,+∞[,
|√y −√

x| ≤ 1

2
√
a
|x− y|
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Chapitre 5Primitives et Intégrales5.1 Dé�nition et propriétés élémentaires5.1.1 Dé�nitionDé�nition 61 Soit I un intervalle de R non trivial, f une fon
tion à valeurs réelles dé�nie sur
I. On dit que f admet une primitive sur I s'il existe une fon
tion F dé�nie, dérivable sur Itelle que, sur I,

F ′ = fUne fon
tion F véri�ant la propriété pré
édente est appelée une primitive de f sur I.Exemples et Remarques1. Si f admet une primitive sur un intervalle I et si F1 et F2 sont deux primitives de f sur Ialors il existe une 
onstante C telle que, sur I,
F1 = F2 + CAutrement dit, deux primitives d'une même fon
tion sur un intervalle di�érent d'une 
onstante1.La ré
iproque est 
laire : si F est une primitive de f sur I et C est une 
onstante alors lafon
tion F + C est une primitive de f sur I.2. Une fon
tion polynomiale sur R y admet une primitive : en e�et si f(x) = a0 + a1.x+ · · ·+

an.x
n alors

F (x) = a0.x+
1

2
a1.x

2 + · · · + 1

n+ 1
an.x

n+1est une primitive de f sur R. C'est la primitive de f sur R qui s'annule en 0.3. Une fon
tion 
ontinue, a�ne par mor
eaux sur un intervalle I = [a, b] y admet une primitive2Par exemple, 
onsidérons, sur l'intervalle I = [0, 1] la fon
tion f dé�nie par
f(x) =

{
x si x ∈

[
0, 1

2

]

1 − x si x ∈
[

1
2 , 1
]Une primitive de f sur I est alors

F (x) =

{
1
2x

2 si x ∈
[
0, 1

2

]

x− 1
2x

2 − 1
4 si x ∈

[
1
2 , 1
]1On remarque que la dérivée de F1 − F2 est nulle et on applique le théorème 582par 
e
i, on entend qu'il existe a = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = b ∈ [a, b], tels que f est a�ne sur 
haqueintervalle du type [xi, xi+1], pour i = 0, . . . , n 45



4. Dans 
ertains ouvrages3, la fon
tion ln est dé�nie 
omme étant une primitive de 1
x
sur

]0,+∞[. L'existen
e de 
ette fon
tion est garantie par le théorème di�
ile suivant.Théorème 62 (Admis) Si f est une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, elle y admet uneprimitive F .Ce
i étant dit, nous pouvons maintenant dé�nir nos intégralesDé�nition 63 Soit I un intervalle non trivial de R, f une fon
tion réelle dé�nie sur I, 
ontinuesur I et a, b ∈ I. On note, étant donnée F , une primitive de f sur I,
∫ b

a

f(t) dt = F (b) − F (a) = [F (t)]bal'intégrale de f de a à b4Exemples et Remarques1. La dé�nition pré
édente ne dépend pas du 
hoix de la primitive F de f sur I. La prise dedi�éren
e annule les 
onstantes.2. Les notations introduites par 
ette dé�nition sont au nombre de deux ∫ b

a
et []ba. Le 
ro
het

[F (t)]ba vaut F (b)− F (a). Dans 
ette notation, la variable t est muette, i.e n'a des sens qu'àl'intérieur du 
ro
het. Pour être plus pré
is, on devrait en fait noter [F (t)]t=b
t=a.3. Nous verrons dans le 
hapitre 10 le pourquoi de l'utilisation du signe ∫ qui est un � S �5déformé et la nature de la � variable � t apparaissant dans la notation. Nous verrons que
ette � variable � joue un r�le similaire à la variable i dans une somme du type ∑b

i=a ui.En parti
ulier, la � portée � de 
ette variable est 
on�née à l'� intérieur � du symbole ∫ .On peut 
hanger son nom sans 
hanger l'interprétation du symbole et elle n'a pas de sens àl'extérieur du symbole.
∫ b

a

f(t) dt =

∫ b

a

f(s) ds =

∫ b

a

f(ξ) dξ4. Dans le même esprit que la remarque pré
édente sur le 
ro
het, on devrait, pour être pluspré
is, noter ∫ b

a

f(t) dt =

∫ t=b

t=a

f(t) dt5. En 
onséquen
e, une notation telle que
∫ b

a

f(a) daest trop ambigüe pour être utilisable sans risque, le a du f(a) da est � intérieur � à l'intégralealors que le a dans ∫ b

a
est 
ensé avoir une valeur dé�nie hors de l'intégrale.6. La notation F pour désigner une primitive de f est parfois très mal
ommode et l'on trouvedans 
ertains livres la notation ∫ f(x) dx pour désigner une primitive quel
onque de f surl'intervalle I. Nous éviterons 
ette notation6 mais nous utiliserons 
ouramment la notation

∫ x

x0

f(t) dtpour désigner la fon
tion de x ∈ I qui est la primitive de f s'annulant en x0 ∈ I.7. Un tableau des primitives 
lassiques s'obtient en lisant le tableau des dérivés 
lassiques àrebours, voir le tableau 5.13dont 
elui-
i4ou parfois l'intégrale de f entre a et b, en sous-entendant la dire
tion de a vers b, voire, l'intégrale de f sur
[a, b], pourvu que a ≤ b5Comme Somme6L'auteur n'appré
ie guère 
ette notation d'intégrale indé�nie qui est assez 
onfuse46



F (x) f(x) I

xn nxn−1 I = R si n ∈ N

xn nxn−1 I = ]0,+∞[ ou I = ]−∞, 0[ si n ∈ Z

xα αxα−1 ]0,+∞[ si α ∈ R

ex ex I = R

lnx 1
x

I = ]0,+∞[

ln |x| 1
x

I = ]0,+∞[ ou I = ]−∞, 0[

sinx cosx I = R

cosx − sinx I = R

tanx 1
cos2 x

= 1 + tan2 x x ∈ Ik,Ik =
]

π
2 + kπ, π

2 + (k + 1)π
[, k ∈ Z

arcsinx 1√
1−x2

I = ]−1, 1[

arccosx − 1√
1−x2

I = ]−1, 1[

arctanx 1
1+x2 I = RTab. 5.1 � Les primitives 
lassiques, F est primitive de f sur I, en général on peut ajouter une
onstante à F
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5.1.2 Propriétés fondamentalesOn suppose que f ,g,. . .sont des fon
tions 
ontinues sur un 
ertain intervalle I non trivial �xéet que a, b, c, · · · ∈ I.Proposition 64 (Linéarité) Si λ et µ sont deux 
onstantes réelles alors
∫ b

a

(λ.f + µ.g)(t) dt = λ.

∫ b

a

f(t) dt+ µ.

∫ b

a

g(t) dtCette relation est simplement due au fait que (λ.F+µ.G)′ = λ.F ′+µ.G′ ave
 F et G des primitivesde f et g sur I.Proposition 65 (Relation de Chasles) On a
∫ b

a

f(t) dt+

∫ c

b

f(t) dt =

∫ c

a

f(t) dtCette relation est 
laire lorsque l'on é
rit la dé�nition de 
haque symbole ∫ b

a
à l'aide d'une primitive

F de f sur I.En parti
ulier, 
omme ∫ a

a
f(t) dt = 0, on a

∫ b

a

f(t) dt = −
∫ a

b

f(t) dtProposition 66 (Positivité) Si a ≤ b7, f est positive ou nulle sur [a, b] alors
∫ b

a

f(t) dt ≥ 0C'est une version � inversée � de la 
ara
térisation des fon
tions dérivables 
roissantes. Soit F uneprimitive de f sur [a, b], 
omme f ≥ 0 sur [a, b], F est don
 
roissante sur [a, b], et, 
omme a ≤ b,
F (a) ≤ F (b) et don
 ∫ b

a
f(t) dt ≥ 0.Sur le même modèle, nous avonsProposition 67 Si a < b, f est positive ou nulle sur [a, b], f est 
ontinue sur I, et

∫ b

a

f(t) dt = 0alors f est nulle sur [a, b].On sait déjà que F est 
roissante sur [a, b], 
omme F (a) = F (b), 
ela montre que F est 
onstantesur [a, b], �nalement, 
omme 
et intervalle n'est pas trivial, 
ela montre que f , la dérivée de F , yest nulle.En appliquant 
e résultat à la fon
tion g − f ,Proposition 68 (Croissan
e) Si a ≤ b et sur [a, b], f ≤ g, alors
∫ b

a

f(t) dt ≤
∫ b

a

g(t) dtPar exemple, si f est à valeurs dans l'intervalle [m,M ], on a alors
m(b − a) ≤

∫ b

a

f(t) dt ≤M(b− a)7R b
a

f(t) dt est don
 l'intégrale de f sur le segment [a, b]48



Proposition 69 (Inégalité triangulaire) Si a ≤ b et sur [a, b], alors
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |(t) dtCette relation est obtenue en remarquant que f + |f | et −f + |f | sont des fon
tions positives eten appliquant la positivité.Cette relation dit que la valeur absolue d'une somme est inférieure à la somme des valeursabsolues : il s'agit don
 bien d'une version de l'inégalité triangulaire.5.2 Te
hniques de 
al
ulDans 
ette partie, nous essayons de donner des te
hniques permettant de 
al
uler, ou toutau moins de simpli�er 
ertaines expressions intégrales. Rappelons que dans 
ette introdu
tionélémentaire, les fon
tions à intégrer, les intégrandes, sont au moins 
ontinues sur l'intervalled'intégration.5.2.1 Intégration par partiesThéorème 70 Soit f et g deux fon
tions de 
lasse C1 sur l'intervalle [a, b] alors
∫ b

a

f(t)g′(t) dt = (f(b)g(b) − f(a)g(a)) −
∫ b

a

f ′(t)g(t) dt

= [f(t)g(t)]ba −
∫ b

a

f ′(t)g(t) dtExemples et Remarques1. La preuve de 
e théorème tient en la remarque qu'il s'agit de la formule de la dérivée d'unproduit � vue à l'envers �. Si H := f.g alors H est une primitive de h = H ′ = f ′.g + f.g′.En 
onséquen
e, on a
∫ b

a

f ′(t).g(t) dt+

∫ b

a

f(t).g′(t) dt = [H(t)]t=b
t=a = f(b)g(b) − f(a)g(a)2. Le but d'une intégration par parties est, la plupart du temps, de tomber sur une expressionplus simple à évaluer que 
elle de départ. Par exemple, pour 
al
uler

∫ π
2

0

x cosx dx,on a le 
hoix entre(a) poser f(x) = x, g′(x) = cosx et don
 f ′(x) = 1, g(x) = sinx(b) poser f(x) = cosx, g′(x) = x et don
 f ′(x) = − sinx, g(x) = 1
2x

2Le premier mène à ∫ π
2

0

x cosx dx = [x sinx]
π
2

0 −
∫ π

2

0

sinx dxalors que le se
ond mène à
∫ π

2

0

x cosx dx = [−1

2
x2 cosx]

π
2

0 +

∫ π
2

0

1

2
x2 sinx dxIl doit être 
lair que dans le premier 
as, les 
hoses tendent à se simpli�er alors que dans lese
ond, elles ont tendan
e à se 
ompliquer. En suivant la première voie, on obtient

∫ π
2

0

x cosx dx =
π

2
−
∫ π

2

0

sinx dx =
π

2
+ [cosx]

π
2

0 =
π

2
− 149



3. Il n'y a pas de formule générale permettant par exemple de dire que l'intégrale d'un produitest le produit des intégrales : la formule d'intégration par parties tient 
e r�le, et elle n'estpas si simple.5.2.2 Changement de variablesThéorème 71 Soit u une fon
tion de 
lasse C1 sur l'intervalle [a, b], prenant ses valeurs dans unintervalle I. Soit f une fon
tion 
ontinue sur I, alors8
∫ b

a

f(u(x))u′(x) dx =

∫
u(b)

u(a)

f(u) duExemples et Remarques1. La preuve de 
e théorème tient en la remarque qu'il s'agit de la formule de la dérivée d'une
omposée � vue à l'envers �. Si F est une primitive de f sur l'intervalle I, alorsH := F (u(x))est une primitive de f(u(x)).u′(x) sur l'intervalle [a, b] et don

∫ x=b

x=a

f(u(x)).u′(x) dx = [H(x)]x=b
x=a

= F (u(b)) − F (u(a)) = [F (u)]
u=u(b)
u=u(a)

=

∫ u=u(b)

u=u(a)

f(u) du2. La 
onfusion entre la variable muette u et la fon
tion u a pour but de fa
iliter 
e type de
hangement de variables. Considérons le 
al
ul de
I =

∫ 1

0

ex

3ex + 1
dx =

∫ x=1

x=0

1

3ex + 1
exdxPosons u = u(x) = ex, 
omme � nouvelle variable �. On a alors, au niveau symbolique toutau moins,(a) du = u

′(x) dx = ex dx(b) lorsque x = 0, u = u(x) = 1(
) lorsque x = 1, u = u(x) = eet don

I =

∫ u=e

u=1

1

3u+ 1
du

(
= [

1

3
ln(3u+ 1)]u=e

u=1 =
1

3
ln

3e+ 1

4

)3. On 
onseille au le
teur d'aller lire le 
hapitre 7 avant de lire 
e paragraphe. Le 
hangementde variable pré
édent est parti
ulièrement fa
ile 
ar on a re
onnu la forme f ′(u(x)).u′(x). Ilarrive parfois (en fait la plupart du temps) que l'on veuille mener un 
hangement de variabledu type u = u(x) dans une intégrale du type
∫ b

a

f(u(x)) dxOn doit alors � for
er � l'apparition du terme u
′(x) par

∫ b

a

f(u(x)) dx =

∫ b

a

[f(u(x))u′(x)−1].u′(x)dx8Le le
teur pointilleux aura remarqué que nous dérogeons à notre règle de ne pas utiliser 
omme symbole devariable muette dans une intégrale ou un 
ro
het une lettre désignant déjà un autre objet : i
i u est à la fois unefon
tion, en lettres grasses pour avoir un minimum de distin
tion, (dans l'intégrale en dx ou les bornes de l'intégraleen du) et une variable muette (à l'intérieur de 
ette intégrale en du).50



Ce
i ne peut se faire 
orre
tement que si u
′(x) ne s'annule pas sur l'intervalle [a, b],
e qui implique notamment que u dé�nit une bije
tion du segment [a, b] sur le segment

[u(a),u(b)].4. Illustrons 
e
i en reprenant notre exemple pré
édent, un peu 
amou�é. Le problème est de
al
uler
I =

∫ 1

0

1

3 + e−x
dxOn pose naturellement u(x) = e−x et u

′(x) = −e−x ne s'annule pas. On a alors
I =

∫ 1

0

1

(3 + e−x)(−e−x)
(−e−x)dxet, en menant le 
hangement de variable 
omme pré
édemment(a) du = u

′(x) dx = −e−x dx(b) lorsque x = 0, u = u(x) = 1(
) lorsque x = 1, u = u(x) = 1
eOn obtient

I = −
∫ 1

e

1

1

(3 + u)u
du =

∫ 1

1
e

1

(3 + u)u
duOn a (voir la partie sur les fra
tions rationnelles) que

1

(3 + u)u
=

1

3
(− 1

3 + u
+

1

u
)et don


I =
1

3

(
[lnu]11

e

− [ln 3 + u]11
e

)
,
e qui, après quelques simpli�
ations nous redonne le résultat pré
édent.5. Reprenons le 
ours de la dis
ussion théorique. Pour éviter un peu les 
onfusions de notation,on va noter en lettres grasses les fon
tions et lettres usuelles les variables, notons don
 x(u)la bije
tion ré
iproque de la fon
tion u. On a alors

∫ b

a

f(u(x)) dx =

∫
u(b)

u(a)

[f(u)u′(x(u))−1]. duComme u
′(x(u))−1 = x

′(u) (formule de la dérivée d'une ré
iproque !), on obtient alors lethéorèmeThéorème 72 Soit u une fon
tion de 
lasse C1 sur le segment [a, b], établissant une bije
tionde [a, b] sur le segment [u(a),u(b)], de bije
tion ré
iproque x, elle même de 
lasse C1 sur
[u(a),u(b)]9.Soit f une fon
tion 
ontinue sur le segment [u(a),u(b)], alors

∫ b

a

f(u(x)) dx =

∫
u(b)

u(a)

f(u).x′(u) du6. Exer
i
e résolu. Cal
uler l'aire d'un 1
2 -
er
le et déterminer une primitive de √

1 − x2.L'aire 
omprise entre le graphe de la fon
tion f(x) =
√

1 − x2 est l'axe des abs
isses est undemi-disque de rayon 1. Si nous faisons 
on�an
e à notre 
ulture nous devrions don
 avoir
I :=

∫ 1

−1

√
1 − t2 dt =

π

29On dit que u établit un C1-di�éomorphisme du segment [a, b] sur le segment [u(a), u(b)], de di�éomor-phisme ré
iproque x 51



Véri�ons 
e
i en 
al
ulant 
ette intégrale par un 
hangement de variable. L'idée est de poser
t = cosu (en fait, pour respe
ter notre 
adre u = arccos t, et lorsque t dé
rit [−1, 1], u dé
rit
[0, π]), on a alors,(a) du = u′(t) dt, 
e qui donne une formule 
ompliquée..On a aussi dt = t′(u) du =

− sinu du(b) lorsque t = −1, u = π(
) lorsque t = 1, u = 0(d) √
1 − t2 =

√
1 − cos2 u = | sinu| = sinu 
ar u ∈ [0, π] et sinu est positif.
I =

∫ 1

−1

√
1 − t2 dt = −

∫ 0

π

sin2 u du =

∫ π

0

sin2 u duNoter qu'on a fait le 
hangement t = cosu dans l'intégrale de gau
he et, 
omme par mira
le,on tombe, à droite, sur l'intégrale I 
her
hée. Il reste à 
al
uler la dernière intégrale, 
e quel'on fait en linéarisant sin2 u : on a
sin2 u =

1

2
(1 − cos 2u)et don
 une primitive de sin2 u est

1

2
u− 1

4
sin 2u =

1

2
u− 1

2
sinu cosu.On a don


I =
1

2
[u − sinu cosu]π0 =

π

2Une primitive de √
1 − x2 sur [−1,+1] est donnée par

F (x) =

∫ x

1

√
1 − t2 dtE�e
tuons le même 
hangement de variable t = cosu que pré
édemment. On a(a) dt = − sinu du(b) lorsque u = 0, t = 1(
) lorsque u = arccosx, t = cos arccosx = x(d) √

1 − t2 =
√

1 − cos2 u = | sinu| = sinu 
ar u ∈ [0, π] et sinu est positif.et don
 ∫ arccos x

0

sin2 u du = −
∫ x

1

√
1 − t2 dt = F (x)Finalement, on a don


F (x) = −1

2
[u− sinu cosu]arccosx

0 =
1

2
(− arccosx+ x

√
1 − x2)

52



Chapitre 6Développements limitésNous avons vu dans les 
hapitres pré
édents 
omment 
ontinuité et dérivabilité d'une fon
tionapportent des informations respe
tivement sur l'approximation d'une fon
tion par les 
onstanteset les fon
tions a�nes.1. Si f est 
ontinue en x0, il existe une fon
tion ǫ, de limite 0 en 0 telle que, pour tout x dansun voisinage de x0 on a
f(x) = f(x0) + ǫ(x− x0)

ǫ(x − x0) mesure la di�éren
e entre la fon
tion f et la fon
tion 
onstante x 7→ f(x0). La
ontinuité exprime don
 simplement que 
ette di�éren
e devient nulle lorsque x→ x0.2. Si f est dérivable en x0, il existe une fon
tion ǫ, de limite 0 en 0 telle que, pour tout x dansun voisinage de x0 on a
f(x) = f(x0) + (x− x0)f

′(x0) + (x − x0)ǫ(x − x0)

(x − x0)ǫ(x − x0) mesure i
i la di�éren
e entre la fon
tion f et la fon
tion a�ne x 7→
f(x0)+ f ′(x0)(x−x0). La dérivabilité exprime don
 simplement que 
ette di�éren
e devientnulle lorsque x→ x0 plus rapidement que x− x0.Nous allons voir maintenant que le fait que f soit plusieurs fois dérivable permet 
e type de
omparaison entre la fon
tion f et une fon
tion polynomiale.6.1 Dérivées d'ordre n , formules de Taylor ave
 reste intégral6.1.1 Formule de Taylor ave
 reste intégral à l'ordre 2Dé�nition 73 On dit que f une fon
tion est deux fois 
ontinuement dérivable sur un intervalle

I (on dira aussi de 
lasse C2 sur I) si f est de 
lasse C1 sur I et si la fon
tion f ′, qui est alorsbien dé�nie sur I est elle aussi de 
lasse C1 sur I. On note
f ′′ = (f ′)′la dérivée se
onde de f .Théorème 74 Soit f : I → R une fon
tion C2 sur I, a 6= b ∈ I alors

f(b) = f(a) + (b − a)f ′(a) +

∫ b

a

(b − t)f ′′(t) dt

= f(a) + (b − a)f ′(a) + (b− a)2
∫ 1

0

(1 − s)f ′′(a+ s(b− a)) ds53



Preuve. Il s'agit d'une intégration par parties
f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(t) dt

= [−(b− t)f ′(t)]
b

a +

∫ b

a

(b− t)f ′′(t) dt

= (b− a)f ′(a) +

∫ b

a

(b− t)f ′′(t) dtPour la deuxième formule, on fait le 
hangement de variable t = a+ s(b−a), b− t = (1− s)(b−a),
dt = (b− a)ds, t = a pour s = 0, t = b pour s = 1. ⋄6.1.2 Dérivées d'ordre nDé�nition 75 Soit n un entier naturel, on dit qu'une fon
tion f : I → R, I un intervalle de R,est n+1 fois 
ontinuement dérivable sur I (on dira aussi de 
lasse Cn+1) si f est de 
lasse Cn sur
I et si sa dérivée n-ème est de 
lasse C1 sur I. On note f (n+1) = (f (n))′ sa dérivée n+ 1-ème.Exemples et Remarques1. Une fon
tion de 
lasse C0 sur I est, par 
onvention, une fon
tion 
ontinue sur I, une fon
tionde 
lasse C1 sur I est une fon
tion dérivable sur I telle que f ′ est 
ontinue sur I.2. La dé�nition pré
édente est ré
ursive. Pour véri�er qu'une fon
tion est de 
lasse C3 sur I,on a besoin de savoir d'abord qu'elle est C2 et de véri�er que f (2) est C1 sur I.3. La 
onvention de notation pour les premières dérivées est la suivante f (0) = f , f (1) = f ′,

f (2) = f ′′. L'é
riture de droite est souvent préférée lors de la manipulation d'une de 
esfon
tions. Par exemple, après 
al
ul, on a f ′′(x) = . . . . L'é
riture de gau
he est préférée lorsde l'é
riture de formule 
ompa
tes 
omme on va le voir 
i-dessous.4. Une fon
tion est dite de 
lasse C∞ sur l'intervalle I si elle est de 
lasse Cn sur I, pour toutentier naturel nProposition 76Si f est de 
lasse Cn sur I alors f , f ′,...,f (n) existent et sont 
ontinues sur I.Si f et g sont de 
lasse Cn sur I, λ est une 
onstante alors f + g, λ.f , f.g sont de 
lasse Cn sur ISi, de plus, g ne s'annule pas sur I alors f
g
est de 
lasse Cn sur I.Si f : I → R est de 
lasse Cn sur I, g : J → R est de 
lasse Cn sur J et f(I) ⊂ J alors g ◦ f estde 
lasse Cn sur I.Exemples et Remarques1. Les formules pour (f + g)(n) et (λ.f)(n) sont simples. On a

(f + g)(n) = f (n) + g(n) et (λ.f)(n) = λ.f (n)2. La formule pour (f.g)(n) est plus 
ompliquée mais se démontre aisément par ré
urren
e sur
n d'une façon similaire à la formule du bin�me de Newton. On a la formule de Leibniz

(f.g)(n) =
n∑

k=0

(
n
k

)
f (k).g(n−k)

= f.g(n) + nf ′.g(n−1) +
n(n− 1)

2
f ′′.g(n−2) + . . .

+
n(n− 1)

2
f (n−2).g′′ + +nf (n−1).g′ + g(n).f54



3. Il existe une formule pour (g ◦ f)(n) appelée Formule de Faa Di Bruno. Elle est trophorrible pour être reproduite i
i et la formule exa
te est d'une utilité assez faible à notreniveau.Exemples et Remarques1. Les fon
tions polynomiales sont de 
lasse C∞ sur R, de même que exp, sin, cos2. ln est de 
lasse C∞ sur ]0,+∞[.3. √ est de 
lasse C∞ sur ]0,+∞[ mais ne l'est pas sur son ensemble de dé�nition : il y a unproblème en 0.6.1.3 Formule de Taylor ave
 reste intégral à l'ordre n ≥ 1Théorème 77 (Formule de Taylor ave
 reste intégral à l'ordre n ≥ 1) Soit f : I → Rune fon
tion de 
lasse Cn sur l'intervalle I, alors si a 6= b ∈ I,
f(b) = f(a) + (b− a)f ′(a) +

(b − a)2

2
f ′′(a) + · · · + (b − a)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

=

n−1∑

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a) +

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

=

n−1∑

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a) + (b− a)n

∫ 1

0

(1 − s)n−1

(n− 1)!
f (n)(a+ s(b − a)) dsExemples et Remarques1. Pour n = 1, 
'est la formule f(b)− f(a) =

∫ b

a
f ′(t) dt, pour n = 2 
'est la formule pré
édente2. Si f = P est un polyn�me de degré ≤ d, en appliquant 
ette formule pour n = d + 1, pour

a quel
onque et b = x ∈ R, on obtient, 
ar P (d+1) = 0, la formule suivante dite formule deTaylor pour les polyn�mes
P (x) =

d∑

k=0

(x− a)k

k!
P (k)(a)3. La preuve de 
ette formule suit les tra
es de la formule pour n = 2 : il s'agit de faire uneintégration par parties sur le reste à l'ordre n− 1 pour obtenir

∫ b

a

(b − t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt =

[
− (b− t)n

n!
f (n)(t)

]b

a

+

+

∫ b

a

(b − t)n

n!
f (n+1)(t) dtLa forme ave
 ∫ 1

0 s'obtient 
omme pré
édemment grâ
e au 
hangement de variable t =
a+ s(b− a).Exer
i
e résolu. Montrer que pour x > 0, on a l'inégalité

|ex − (1 + x+
x2

2
)| ≤ x3

6
exExer
i
e résolu. Montrer que pour un réel x quel
onque on a

| sinx− (x − 1

6
x3)| ≤ |x|5

120
et | cosx− (1 − 1

2
x2)| ≤ |x|4

2455



6.2 Formules de Taylor-Young6.2.1 A l'ordre 2Théorème 78 (Taylor-Young à l'ordre 2) Si f : I → R est C2 sur I, un intervalle 
ontenant
0. Il existe une fon
tion ǫ, dé�nie sur un voisinage de 0 et de limite en 0 en 0 telle que, pour
x ∈ I, voisin de 0, on a

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0)

︸ ︷︷ ︸polyn�me de Taylor d'ordre 2 de f en 0

+ x2ǫ(x)︸ ︷︷ ︸reste de Young d'ordre 2Preuve. On applique la formule de Taylor ave
 reste intégral à f entre 0 et x et on obtient alors,
f(x) = f(0) + xf ′(0) +

x2

2
f ′′(0) + x2

∫ 1

0

(1 − s)[f ′′(sx) − f ′′(0)] dsOn pose don
 ǫ(x) =
∫ 1

0
(1 − s)[f ′′(sx) − f ′′(0)] ds et il s'agit simplement de montrer que 
ettefon
tion tend vers 0 lorsque x tend vers 0.Soit η > 0 donné. Comme f ′′ est 
ontinue en 0, il existe un α > 0 tel que pour tout réel y,

|y| ≤ α, |f ′′(y) − f ′′(0)| ≤ η. Si |x| ≤ α, lorsque s ∈ [0, 1], |sx| ≤ α et don

|(1 − s)[f ′′(sx) − f ′′(0)]| ≤ η(1 − s)D'après la proposition 69, il reste don


|ǫ(x)| ≤ 1

2
α ≤ α,
e qui montre bien 
e que nous 
her
hions.

⋄Exemples et Remarques1. Ce qui est important dans 
ette formule 
'est que lorsque x → 0, le terme en x2ǫ(x) tendvers 0 beau
oup plus vite que x2 qui lui même tend vers 0 plus vite que x, la puissan
epré
édente intervenant dans le polyn�me de Taylor.2. Nous ne voulons retenir au
une information parti
ulière sur ǫ si 
e n'est qu'elle tend vers 0en 0, même si une majoration de la quantié f ′′(y)− f ′′(0) nous permettrait de quanti�er plupré
isémment l'approximation de f par son polyn�me de Taylor.6.2.2 A l'ordre n ≥ 0Ce qui a été développé à l'ordre 2 dans la partie pré
édente se généralise à un ordre n ≥ 0quel
onque, on aThéorème 79 (Taylor-Young à l'ordre n) Soit n ≥ 0, f : I → R une fon
tion Cn sur I, unintervalle 
ontenant 0. Il existe une fon
tion ǫ, dé�nie sur un voisinage de 0 et de limite en 0 en
0 telle que, pour x ∈ I, voisin de 0, on a

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) + · · · + xn

n!
f (n)(0) + xnǫ(x)

=

n∑

k=0

xk

k!
f (k)(0)

︸ ︷︷ ︸polyn�me de Taylor d'ordre n de f en 0

+ xnǫ(x)︸ ︷︷ ︸reste de Young d'ordre nNous avons don
 obtenu le type d'approximation annon
é en introdu
tion à 
e 
hapitre.56



ex = 1 + x+
1

2
x2 + · · · + 1

n!
xn + xnǫ(x)

sinx =x− 1

6
x3 +

1

5!
x5 − · · · + (−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + x2n+2ǫ(x)

cosx = 1 − 1

2
x2 +

1

4!
x4 − · · · + (−1)n

(2n)!
x2n + x2n+1ǫ(x)

1

1 − x
= 1 + x+ x2 + · · · + xn + xnǫ(x) sériegéométrique

ln(1 − x) =x+
1

2
x2 +

1

3
x3 + · · · + 1

n
xn + xnǫ(x)

(1 + x)α = 1 + α.x +
α(α− 1)

2
x2 + · · · + α(α− 1) . . . (α− (n− 1))

n!
xn + xnǫ(x) bin�mede Newton

1

1 + x
= 1 − x+ x2 − · · · + (−1)nxn + xnǫ(x) sériegéométrique

ln(1 + x) =x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − · · · + (−1)n+1

n
xn + xnǫ(x)

1

1 + x2
= 1 − x2 + x4 − · · · + (−1)nx2n + x2n+1ǫ(x)

arctanx =x− 1

3
x3 +

1

5
x5 − · · · + (−1)n 1

2n+ 1
x2n+1 + x2n+2ǫ(x)

(1 − x2)−
1
2 = 1 +

1

2
x2 +

3

8
x4 + · · · + (2n)!

22n(n!)2
x2n + x2n+1ǫ(x)

arcsinx =x+
1

6
x3 +

3

40
x5 + · · · + (2n)!

22n(n!)2(2n+ 1)
x2n+1 + x2n+2ǫ(x)Tab. 6.1 � Les développements limités 
lassiques lorsque x→ 0

6.2.3 Exemples 
lassiques
En appliquant la formule de Taylor-Young aux fon
tions 
lassiques, on obtient le tableau 6.1de développements limités 
lassiques, i
i n est un entier naturel quel
onque.57



Le tableau 6.1 est obtenu en utilisant les 
al
uls suivants, pour tout entier p, on a
(ex)(p) = ex

(sin)(2p) = (−1)p sin

(sin)(2p+1) = (−1)p cos

(cos)(2p) = (−1)p cos

(cos)(2p+1) = (−1)p+1 sin
(

1

1 + x

)(p)

=
(−1)pp!

(1 + x)p+1

((1 + x)α)(p) = α(α − 1) . . . (α− (p− 1))(1 + x)α−p

(ln(1 + x))
(p)

=
(−1)p+1(p− 1)!

(1 + x)p
, p ≥ 16.2.4 Formule de Taylor-Young en x0Nous n'avons obtenu jusqu'à présent qu'une formule de Taylor-Young exprimant l'approxima-tion lo
ale d'une fon
tion su�samment régulière au voisinage du point 0. La question se pose desavoir 
e qui se passe en un point x0 quel
onque. La réponse à 
ette question est donnée par lesimple fait que si x est pro
he d'un point x0 alors h := x− x0 est pro
he de 0.En d'autres termes, on se ramène toujours à étudier le 
omportement d'une fon
tion au voisi-nage de 0 en posant h = x− x0. Une appli
ation de 
e prin
ipe donneThéorème 80 Soit f : I → R une fon
tion de 
lasse Cn sur I, x0 ∈ I, il existe alors une fon
tion

ǫ dé�nie au voisinage de 0 telle que pour tout x voisin de x0, on a
f(x) = f(x0) + (x− x0)f

′(x0) +
(x− x0)

2

2
f ′′(x0) + · · · + (x− x0)

n

n!
f (n)(x0)(x− x0)

nǫ(x− x0)

=

n∑

k=0

(x− x0)
k

k!
f (k)(x0)

︸ ︷︷ ︸polyn�me de Taylor d'ordre n de f en x0

+ (x − x0)
nǫ(x− x0)︸ ︷︷ ︸reste de Young d'ordre nPreuve. Il su�t d'appliquer la formule de Taylor-Young à la fon
tion g(h) = f(x0 + h) dé�nieau voisinage de 0. On a pour tout p que g(p)(h) = f (p)(x0 + h) et l'on substitue in �ne , x− x0 à

h. ⋄Exer
i
e résolu. Soit f(x) = x3 + 2x2 + 3 donner un DL d'ordre 2 de f en x0.� Méthode 1. On applique la formule de Taylor-Young f au point 1 à l'ordre 2.On a f(1) = 6, f ′(x) = 3x2 + 4x, f ′(1) = 7, f ′′(x) = 6x + 4, f ′′(1) = 13. On a don
, pourune 
ertaine fon
tion ǫ ǫ(h) → 0 lorsque h→ 0, que
f(1 + h) = 6 + 7h+

10

2
h2 + h2ǫ(h)� Méthode 2. On peut 
al
uler dire
tement f(1 + h). On a

f(1 + h) = (1 + h)3 + 2(1 + h)2 + 3

= [1 + 3h+ 3h2 + h3] + [2 + 4h+ 2h2] + 3

= 6 + 7h+ 5h2 + h3

= 6 + 7h+ 5h2 + h2ǫ(h)où i
i ǫ(h) = h.Les deux résultats sont les mêmes. Cha
une des deux méthodes possède son intérêt propre et l'onva voir dans la partie suivante 
omment mener des 
al
uls de développement limités en suivant ladeuxième méthode, i.e en évitant d'avoir re
ours à la formule de Taylor-Young.58



6.3 Développements limités6.3.1 Dé�nition et propriétés généralesDé�nition 81 � Développement en 0. On dit qu'une fon
tion f , dé�nie au voisinage de 0 yadmet un développement limité à l'ordre n, s'il existe n + 1 nombres a0, a1, . . . , an et unefon
tion ǫ dé�nie au voisinage de 0, limh→0 ǫ(h) = 0 tels que, pour x voisin de 0,
f(x) = a0 + a1.x+ · · · + anx

n + xnǫ(x)� Développement en x0. On dit qu'une fon
tion f , dé�nie au voisinage de x0 y admet undéveloppement limité à l'ordre n, s'il existe n + 1 nombres a0, a1, . . . , an et une fon
tion ǫdé�nie au voisinage de 0, limh→0 ǫ(h) = 0 tels que, pour x voisin de x0,
f(x) = a0 + a1.(x− x0) + · · · + an(x− x0)

n + (x− x0)
nǫ(x− x0)Autrement dit, en posant h = x− x0, si la fon
tion h 7→ f(x0 + h) admet un développementlimité au voisinage de 0.Exemples et Remarques Si f est de 
lasse Cn au voisinage de x0, elle y admet, d'après laformule de Taylor-Young, un DL d'ordre n, dont les 
oe�
ients sont

ak =
f (k)(x0)

k!Proposition 82 (Uni
ité du DL) Soit n un entier naturel �xé, si a0,..,an, b0,..,bn sont desnombres et si ǫ1 et ǫ2 sont deux fon
tions dé�nies au voisinage de 0, limh→0 ǫ1(h) = limh→0 ǫ2(h) =
0 tels que, pour tout x voisin de 0, x 6= 0, on a

a0 + a1.x+ · · · + an.x
n + xnǫ1(x) = b0 + b1.x+ · · · + bn.x

n + xnǫ2(x),alors a0 = b0, a1 = b1,...,an = bn.Preuve. Montrons la proposition pour n = 2 a�n de montrer 
omment s'en
len
he la ré
urren
e.On suppose don
 que, au voisinage de 0,
a0 + a1.x+ a2.x

2 + x2ε1(x) = b0 + b1.x+ b2.x
2 + x2ε2(x),a fortiori, on a que

a0 + ε3(x) = b0 + ε4(x),et don
 a0 − b0 = ε5(x) → 0 lorsque x→ 0. On a don
 a0 = b0.Nous notons qu'au passage, nous venons de montrer la proposition pour n = 0.Nous inje
tons 
ette information dans l'égalité de départ pour obtenir que au voisinage de 0,
a1.x+ a2.x

2 + x2ε1(x) = b1.x+ b2.x
2 + x2ε2(x),et don
, en divisant par x 6= 0, pour tout x au voisinage de 0, x 6= 0, on a que

a1 + a2.x+ xε1(x) = b1 + b2.x+ xε2(x)Lorsque x→ 0, on obtient 
omme pré
édemment que a1 = b1 et nous notons au passage que nousvenons de montrer la proposition pour n = 1. Comme, pour x 6= 0 , x voisin de 0, on a
a1 + a2.x+ xε1(x) = b1 + b2.x+ xε2(x)Le fait que la proposition soit vraie pour n = 1, montre que a1 = b1, (
e que l'on savait déjà) etque a2 = b2, 
e qui est nouveau. 59



Faisons maintenant une démonstration plus formelle de la proposition par ré
urren
e sur n.Nous venons de voir que la proposition est vraie pour n = 0. Supposons qu'elle est vraie pourun 
ertain entier naturel n et montrons que 
ela implique qu'elle est vraie pour l'entier n + 1.Supposons don
 donnés des nombres a0,...,an+1, b0,...,bn+1 et ε1, ε2 deux fon
tions de limite nulleen 0. Supposons que pour tout x 6= 0 voisin de x, on a
a0 + a1.x+ · · ·+ an.x

n + an+1x
n+1 +xn+1ε1(x) = b0 + b1.x+ · · ·+ bn.x

n + bn+1x
n+1 +xn+1ε2(x),En faisant tendre x vers 0, on obtient que a0 = b0 et en inje
tant 
ette information dans l'égalitépré
édente, puis en divisant par x 6= 0, on a que

a1 + · · · + an+1x
n + xnε1(x) = b1 + bn+1x

n + xnε2(x).La véra
ité de la proposition au rang n implique alors que a1 = b1,..., an+1 = bn+1, 
e qui est 
eque l'on 
her
hait. ⋄Exemples et Remarques1. Le DL d'ordre n d'une fon
tion f en 0 donne le DL d'ordre k < n de 
ette même fon
tionen 0 en � tronquant � 
elui 
i au bon ordre. En e�et, on a
a0 + a1.x+ · · · + akx

k +ak+1.x
k+1 + · · · + an.x

n + xnǫ1(x) =

a0 + a1.x+ · · · + ak.x
k +xk [ak+1.x+ · · · + an.x

n−k + xn−kǫ(x)]︸ ︷︷ ︸
ǫ̃(x)2. Si f est une fon
tion paire admettant un DL d'ordre n en 0, les 
oe�
ients d'indi
e impairsont tous nuls et le DL ne 
omporte ainsi que des puissan
e paires de x. En e�et supposonsque pour tout x voisin de 0, on a

f(x) = a0 + a1.x+ · · · + an.x
n + xnǫ1(x)En remplaçant x par −x, n a don
 que

f(−x) = a0 − a1.x+ · · · + (−1)nan.x
n + (−1)nxnǫ1(−x)Comme f(−x) = f(x) et que (−1)nxnǫ1(−x) = xnǫ2(x), on a alors que

a0 + a1.x+ · · · + an.x
n + xnǫ1(x) = a0 − a1.x+ · · · + (−1)nan.x

n + xnǫ2(x)Don
, en identi�ant, a0 = a0, a1 = −a1, a2 = a2,...,an = (−1)nan. Si k est impair on a don

ak = a− ak et don
 ak = 0.3. L'énon
é 
orrespondant pour une fon
tion impaire est vrai.6.3.2 Cal
uls dire
ts de développement limitésLe 
as d'une sommeExer
i
e résolu. La question est la suivante : Déterminer le DL d'ordre 2 de f(x) =

√
2 + x+ex.Le prin
ipe de 
al
ul est le suivant : si l'on 
onnaît un DL d'ordre 2 de 
ha
un des deuxtermes de la somme, en additionnant le tout, on obtient un DL d'ordre 2 de la fon
tion f . On a

ex = 1+x+ 1
2x

2 +x2ε1(x) d'une part et, il s'agit pour nous d'obtenir un DL d'ordre 2 de √2 + x.On se ramène à 
elui de √
1 + x. On a pour tout x voisin de 0 que

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 + x2ε2(x)60



et don

√

2 + x =
√

2

√
1 +

x

2

=
√

2


1 +

1

2

x

2
− 1

8

(x
2

)2

+
(x

2

)2

ε2(
x

2
)

︸ ︷︷ ︸
x2ε3(x)




=
√

2 +

√
2

4
x−

√
2

32
x2 + x2ε3(x)Ce qui est le DL d'ordre 2 de √

2 + x en 0. On a maintenant
√

2 + x+ ex =
1 + x + 1

2x
2 + x2ε1(x)+√

2 +
√

2
4 x −

√
2

32 x
2 + x2ε3(x)

= (1 +
√

2) + (1 +

√
2

4
)x+ (

1

2
−

√
2

32
)x2 + x2ε4(x)Le 
as d'un produitExer
i
e résolu. La question est la suivante : Déterminer le DL d'ordre 3 en 0 de f(x) = ex

1−x
.Le prin
ipe de 
al
ul est le suivant : si l'on 
onnaît un DL d'ordre 3 en 0 de 
ha
un des deuxtermes du produit, en multipliant, on obtient un DL d'ordre 3 de la fon
tion f . On a

ex = 1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 + x3ε1(x) et 1

1 − x
= 1 + x+ x2 + x3 + x3ε2(x)En multipliant et en développant on a don


1

1 − x
.ex =

(
1 + x+ x2 + x3 + x3ε2(x)

) (
1 + x+

1

2
x2 +

1

6
x3 + x3ε1(x)(

)

= 1 + x + 1
2x

2 + 1
6x

3 + x3ε1(x)+
x + x2 + 1

2x
3 + 1

6x
4 + x4ε1(x)+

x2 + x3 + 1
2x

4 + 1
6x

5 + x5ε1(x)+
x3 + x4 + 1

2x
5 + 1

6x
6 + x6ε1(x)+

x3ε2(x)
(
1 + x+ 1

2x
2 + 1

6x
3 + x3ε1(x)

)

= 1 + 2x+
5

2
x2 +

8

3
x3 + x3ε3(x)Ce qui importe de remarquer dans 
e 
al
ul, 
'est que tous les termes à droite de la barre sont dutype x3ǫ(x), leur somme est don
 en
ore du même type et nous l'avons notée x3ε3(x).Le 
as d'une 
omposéeSupposons que f et g admettent des DL d'un 
ertain ordre n en 0 et que g(0) = 0, nousallons voir, sur des exemples, 
omment 
al
uler le DL en 0 de f ◦ g. L'idée 
onsiste à substituerdans le DL de f la valeur de g, de développer brutalement les termes apparaissant en plaçantsystématiquement les termes du type xnǫ(x) ensemble.Exer
i
e résolu. La question est la suivante : Déterminer le DL d'ordre 3 en 0 de h(x) = 1

1+sin x
.On re
onnaît i
i f ◦ g ave
 f(u) = 1

1+u
et u = g(x) = sinx On a d'une part, que pour tout udans un voisinage de 0,

1

1 + u
= 1 − u+ u2 − u3 + u3ε4(u)d'autre part, pour tout x au voisinage de 0, on a

u = sinx = x− 1

6
x3 + x3ε5(x)61



En substituant, on obtient que
1

1 + sinx
= 1 −

(
x− 1

6
x3 + x3ε5(x)

)
+

(
x− 1

6
x3 + x3ε5(x)

)2

−
(
x− 1

6
x3 + x3ε5(x)

)3

+

(
x− 1

6
x3 + x3ε5(x)

)3

ε4(sinx)On remarque dans un premier temps que ε4(sinx) est du type ε6(x) 
ar sinx→ 0 lorsque x → 0et que le terme (x− 1
6x

3 + x3ε5(x)
)3
ε4(sinx) est don
, après développement, du type x3ε7(x).E�e
tuons maintenant les développements des puissan
es de u. On a

u = x− 1

6
x3 + x3ε5(x)

u2 =

(
x− 1

6
x3 + x3ε5(x)

)2

= x2 + x3ε8(x)

u3 =

(
x− 1

6
x3 + x03ε5(x)

)3

= x3 + x3ε9(x)Finalement :
1

1 + sinx
= 1 − (x − 1

6
x3) + (x2) − (x3) + x3ǫ(x) = 1 − x+ x2 − 5

6
x3) + x3ǫ(x)Exer
i
e résolu. La question est la suivante : Déterminer le DL d'ordre 3 en 0 de h(x) = 1

1+ex .On a ex = 1 + x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 + x3ε1(x) et don

1

1 + ex
=

1

2 + u(x)ave

u(x) = x+

1

2
x2 +

1

6
x3 + x3ε1(x) → 0Or, on a, (astu
e pour obtenir le DL de 1

2+x
en 0 à partir de 
elui de 1

1+x
)

1

2 + u
=

1

2
.

1

1 + u
2

=
1

2

(
1 − u

2
+
(u

2

)2

−
(u

2

)3

+
(u

2

)3

ε2

(u
2

))

=
1

2
− 1

4
u+

1

8
u2 − 1

16
u3 + u3ε3(u)On peut substituer dans 
ette expression la valeur de u(x) dé�nie pré
édemment en remarquantque u(x)3ε3(u(x)) = x3ε4 Par ailleurs

u(x) = x+
1

2
x2 +

1

6
x3 + x3ε1(x)

u(x)2 = x2 + x3 + x3ε5(x)

u(x)3 = x3 + x3ε6(x)et don

1

1 + ex
=

1

2
− 1

4

(
x+

1

2
x2 +

1

6
x3

)
+

1

8

(
x2 + x3

)
− 1

16

(
x3
)

+ x3ε7(x)

=
1

2
− 1

4
x− 1

48
x3 + x3ε7(x)62



PrimitivationProposition 83 Soit f une fon
tion 
ontinue dé�nie sur un intervalle I, voisinage de 0 et soit
F une primitive de f sur I. Si f admet un DL en 0 à l'ordre n,

f(x) = a0 + a1.x+ · · · + anx
n + xnǫ(x)alors F admet un DL en 0 à l'ordre n+ 1,

F (x) = F (0) + a0.x+ a1
x2

2
+ · · · + an

xn+1

n+ 1
+ xn+1ǫ(x).Cette proposition est issue dire
tement du lemme suivant dont la preuve est très semblable àla preuve du Théorème 78Lemme 84 Soit n ∈ N, ǫ une fon
tion dé�nie, 
ontinue, au voisinage de 0, de limite nulle en 0.Il existe une fon
tion η dé�nie, 
ontinue, au voisinage de 0, de limite nulle en 0 telle que, pour xvoisin de 0, ∫ x

0

tnǫ(t) dt = xn+1η(x)On obtient de la sorte les DL des fon
tions arctan et arcsin en 0.6.3.3 Utilisation des DLLever les formes indéterminéesExer
i
e résolu. � 0
0 � Déterminer limx→0

sin x−x
(ln(1+x))n pour n = 1, n = 2, n = 3, n = 4.On a sinx − x = − 1

6x
3 + x3ε1, 
e qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0 � à la même vitesse que

x3 �. Le ré�exe naturel est don
 de regarder à quelle vitesse ln(1 + x)n tend vers 0 et de 
omparer
elle-
i ave
 x3 : il s'agit don
 de faire un DL en 0 de 
ette fon
tion, non dégénéré, au moins àl'ordre 3, On a
ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + x3ε2(x)

ln(1 + x)2 = x2 − x3x3ε3(x)

ln(1 + x)3 = x3 + x3ε4(x)

ln(1 + x)4 = x4 + x4ε5(x)Don

sinx− x

ln(1 + x)
=

− 1
6x

3 + x3ε1(x)

x− 1
2x

2 + 1
3x

3 + x3ε2(x)
=

− 1
6x

2 + x2ε1(x)

1 − 1
2x+ 1

3x
2 + x2ε2(x)

→ 0

sinx− x

ln(1 + x)2
=

− 1
6x

3 + x3ε1(x)

x2 − x3x3ε3(x)
=

− 1
6x+ xε1(x)

1 − x+ xε3(x)
→ 0

sinx− x

ln(1 + x)3
=

− 1
6x

3 + x3ε1(x)

x3 + x3ε4(x)
=

− 1
6 + ε1(x)

1 + ε4(x)
→ −1

6Pour n = 4, on a
sinx− x

ln(1 + x)4
=

− 1
6x

3 + x3ε1(x)

x4 + x4ε5(x)

=
1

x

− 1
6 + ε1(x)

1 + ε5(x)63



Ce qui tend vers +∞ si x→ 0 par la gau
he et vers −∞ si x→ 0 par la droite.Exer
i
e résolu. � 1+∞ �. Déterminer limx→0(cosx)
1

x2On a
(cos x)

1

x2 = e
1

x2 ln(1− x2

2
+x2ǫ(x))

= e
1

x2 (−x2

2
+x2ǫ(x))

= e−
1
2
+ǫ(x)

→ e−
1
2Étude lo
ale des 
ourbesLe problème est de déterminer la position de la 
ourbe relativement à sa tangente en un point.En général, on n'obtient pas de résultat global mais, grâ
e aux DL, on peut obtenir un résultatlo
al : i.e les positions relative du graphe et de la tangente sur un voisinage du point 
onsidéré.Exemples et Remarques1. Position du graphe de lnx et de sa tangente au point x0 = 2.L'équation de la tangente en question est y = 1
2 (x−2)+ln 2. La question qui se pose est 
elledu signe de lnx − (1

2 (x − 2) + ln 2) lorsque x est pro
he de 2. Pour se ramener au voisnage
0, posons h = x− 2, on a

ln(2 + h) = ln 2(1 +
h

2
)

= ln 2 +
h

2
− h2

8
+ h2ǫ(h)On a don


ln(2 + h) − (ln 2 +
h

2
) = h2(−1

8
+ ǫ(h))Lorsque h est su�samment voisin de 0, − 1

8 + ǫ(h) est < 0 et don
 le membre de droite est
lairement négatif. On en déduit que pour h su�samment voisin de 0, si h 6= 0,
ln(2 + h) < ln 2 +

h

2
.Cela signi�e que le graphe est, au voisinage de x0 = 2, sous sa tangente en x0.2. Position du graphe de sinx et de sa tangente au point x0 = 0.On a, au voisinage de 0,

sinx− x = x3(−1

6
+ ǫ(x))Lorsque x est su�samment voisin de 0, − 1

6 + ǫ(x) < 0 et don
 le membre de droite del'égalité est, lorsque x est voisin de 0,(a) < 0 si x > 0,(b) > 0 si x < 0Cela signi�e que le graphe est, au voisinage de 0,(a) sous sa tangente en 0, à droite de 0(b) au-dessus de sa tangente en 0, à gau
he de 0On 
on
lut don
 que la tangente en 0 traverse le graphe en 0.64



Dérivée se
onde et extremaPour �nir, voi
i un résultat permettant de 
on
lure rapidement à la présen
e d'un extremumlo
al en un point 
ritique d'une fon
tion f . L'analogue de 
e résultat pour les fon
tions de deuxvariables réelles est la Proposition 141. Il s'agit simplement d'évaluer la position de la 
ourbe parrapport à sa tangente en un point où 
elle-
i est horizontale.Proposition 85 Soit f une fon
tion de 
lasse C2 sur un intervalle ouvert I. Soit x0 ∈ I un point
ritique de f ,i.e. tel que f ′(x0) = 0 alors1. Si f ′′(x0) > 0, f admet en x0 un minimum lo
al2. Si f ′′(x0) < 0, f admet en x0 un maximum lo
alPreuve. Supposons que f ′′(x0) 6= 0 et é
rivons la formule de Taylor-Young à l'ordre 2 en x0 entenant 
ompte du fait que f ′(x0) = 0.
f(x) − f(x0) =

(x− x0)
2

2
f ′′(x0) + (x− x0)

2ǫ(x− x0)

f ′′(x0) 6=0
=

(x− x0)
2

2
f ′′(x0)(1 + ǫ(x− x0))Comme 1+ ǫ(x−x0) → 1 lorsque x→ x0, la quantité 1+ ǫ(x−x0) est stri
tement positive sur un
ertain voisinage de x0. Sur 
e voisinage, f(x)− f(x0) est don
 du signe de f ′′(x0), 
e qui garantitles 
on
lusions annon
ées. ⋄Exemples et Remarques1. Les 
as des fon
tions f(x) = x3, f(x) = x4 et f(x) = −x4 en 0 montrent l'éventualité

f ′′(x0) = 0 ne peut permettre de 
on
lure quant à l'extremalité de x0.2. Considérons les deux fon
tions dé�nies par f(x) = cosx− 1
2 cos 2x et g(x) = cosx− 1

8 cos 2x.Il doit être 
lair que f et g ont toutes deux un point 
ritique en 0. D'un 
al
ul élémentaire,on tire que f ′′(0) = 1 et g′′(0) = − 1
2 . En 
on
lusion, f admet un minimum lo
al en 0 alorsque g y admet un maximum lo
al.Étude en ±∞ : Asymptotes obliquesLe problème est de déterminer si une fon
tion f dé�nie au voisinage de +∞ ressemble à unedroite près de l'in�ni. Une telle droite sera dite � asymptote � au graphe de f en +∞. Les mêmes
onsidérations valent évidemment en −∞.Pour régler 
e
i, on 
her
he à exprimer que f(x) = a.x+ b+ ǫ( 1

x
) pour une 
ertaine fon
tion ǫde limite 0 en 0.Exer
i
e résolu. La question est de déterminer une asymptote oblique, si elle existe, pour lafon
tion dé�nie par la formule

f(x) =
x+ 2

x

√
x2 − 1et, si possible, la position du graphe de f par rapport à 
ette asymptote.Posons u = 1

x
. L'étude f au voisinage de +∞ revient à l'étude de f( 1

u
) au voisinage droit de

0 et l'étude f au voisinage de −∞ revient à l'étude de f( 1
u
) au voisinage gau
he de 0.Commençons par l'étude au voisinage de +∞. On a, en simpli�ant que

g(u) = f(
1

u
) =

1
u

+ 2
1
u

√
1

u2
− 1 = (1 + 2u)

√
1 − u2

u2et don
, 
omme u est supposé positif, on don
 que
g(u) = (

1

u
+ 2)

√
1 − u265



Il apparaît 
lairement sur 
ette é
riture que g(u) ressemble à 1
u
au voisinage de 0. On se pose laquestion des termes suivants. On a √

1 − u2 = 1− 1
2u

2+u2ǫ(u) et don
, en développant, on obtient
g(u) = (

1

u
+ 2)(1 − u2 + u2ǫ(u)) =

1

u
+ 2 − 1

2
u+ uǫ(u)En revenant à f , on obtient don
 que

f(x) = x+ 2 − 1

2

1

x
+

1

x
ǫ(

1

x
)Ce qui montre que f(x)− (x+2) tend vers 0 lorsque x→ +∞ et don
 que la droite d'équation

y = x+ 2 est asymptote au graphe de f en +∞. Par ailleurs,
f(x) − (x+ 2) =

1

x

(
−1

2
+ ǫ(

1

x
)

)Ce qui est négatif lorsque x est su�samment voisin +∞ et l'on peut don
 dire que près de +∞ la
ourbe est au dessous de son asymptote.
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Chapitre 7Fon
tions ré
iproques7.1 Généralités7.1.1 Bije
tionDé�nition 86 Soit f : D → R une fon
tion réelle de variable réelle, A ⊂ D et B ⊂ R. On ditque f établit une bije
tion de A dans (sur) B si pour tout y ∈ B, il existe un unique x ∈ A tel que
y = f(x).Autrement dit, f établit une bije
tion de A sur B si pour tout y dans B, l'équation f(x) = yd'in
onnue x dans A admet une unique solution.On dit de façon plus 
lassique que f : A→ B est une bije
tion.Exemples et Remarques Soit f : R → R dé�nie par f(x) = x2. Pour que l'équation y = f(x)d'in
onnue x ∈ R admette au moins une solution, il faut que y ≥ 0. Si y > 0, il est bien 
onnu(et on le redémontrera plus loin) que l'équation en question admet deux solutions distin
tes (nonnulles et opposées). Pour que f établisse une bije
tion d'une partie A de R sur R

+, il nous fautune unique solution. On 
hoisit en général la solution positive (que l'on note √
y) et, dans notrelangage, 
ela se traduit par le fait que f établit une bije
tion de R

+ sur R
+.On aurait pu 
hoisir de prendre systématiquement la solution négative, on a aussi que f établitune bije
tion de R

− sur R
+.7.1.2 Appli
ation ré
iproqueSi f établit une bije
tion de A sur B, alors, a tout y ∈ B, on peut faire 
orrespondre g(y) ∈ A,l'unique solution de l'équation y = f(x) d'in
onnue x ∈ A. Cela dé�nit une fon
tion g : B → Aappelée fon
tion ré
iproque de f vue 
omme appli
ation de A→ B.On note 
ette appli
ation g = f−1 pour marquer son lien ave
 la fon
tion f . Remarquons que
ette fon
tion f−1 dépend 
ru
ialement des ensembles A et B entre lesquels f établit une bije
tion.Exemples et Remarques1. Il ne faut surtout pas 
onfondre f−1 ave
 la fon
tion 1

f
!2. f−1(y) est l'unique x de A véri�ant f(x) = y. On a don
(a) f(f−1(y)) = y pour tout y dans B (x = f−1(y)) véri�e que f(x) = y)(b) f−1(f(x)) = x pour tout x dans A (Si z = f−1(f(x)), on a f(z) = f(x) et f(z) ∈ B.Comme, il y a uni
ité, on en tire que z = x.)3. Dans 
e 
ontexte, la fon
tion f−1 : B → A est une bije
tion de B sur A et sa fon
tionré
iproque est (f−1)−1 = f ave
 f : A→ B.4. La fon
tion � ra
ine 
arrée � √

: y ∈ R
+ 7→ √

y ∈ R
+ est dé�nie 
omme étant la bije
tionré
iproque de la bije
tion .2 : R

+ → R
+, x 7→ x2.67



Il faut bien se rendre 
ompte que jusqu'à présent nous parlons de 
ette fon
tion √ mais nousn'avons au
une garantie quant à sa bonne dé�nition.7.1.3 Bije
tions et graphesLe graphe Cf d'une fon
tion f de variable réelle à valeurs réelles est le sous-ensemble du planformé par les points (x, f(x)) lorsque x dé
rit le domaine de dé�nition de f .Si f : A → B est une bije
tion, alors un 
ouple (x, y) est dans Cf si et seulement si x ∈ A,
y ∈ B, y = f(x)Cela est 
lairement équivalent au fait que le 
ouple (y, x) est dans le graphe de f−1.Supposons que le plan est rapporté à un repère orthonormé alors les graphes de f et f−1, pluspré
isémment, les 
ourbes d'équation y = f(x), x ∈ A et y = f−1(x), x ∈ B, sont symétriques l'unde l'autre dans la symétrie othogonale d'axe la première bisse
tri
e du plan, i.e la droite d'équation
y = x.Remarquons par ailleurs que les 
ourbes d'équation y = f(x), x ∈ A et x = f−1(y), y ∈ B sontégales.

-1
0
1

-1 0 1
y = f(x)

y = f−1(x)
y = x

Fig. 7.1 � Dans un même repère orthonormé, les graphes de f et f−1 sont symétriques parrapport à la première bisse
tri
e7.1.4 Composées de bije
tionsProposition 87 Soit f : A → B et g : B → C deux bije
tions alors g ◦ f : A → C est unebije
tion et l'on a
(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1Preuve. Soit z ∈ C, il s'agit de montrer que l'équation g(f(x)) = z, d'in
onnue x ∈ A admetune unique solution et que 
ette solution est x = f−1(g−1(z)). On a

g(f(f−1(g−1(z)))) = g(g−1(z)) 
ar f(f−1(y)) = y pour y ∈ B

= z 
ar g(g−1(z)) = z pour z ∈ C68



Don
 x = f−1(g−1(z)) est une solution de l'équation 
onsidérée.Si x ∈ A et g(f(x)) = z alors f(x) ∈ B et 
omme le seul élément y ∈ B tel que g(y) = z est
y = g−1(z), on en déduit que f(x) = g−1(z). De même, si y ∈ B, le seul élément x ∈ A tel que
f(x) = y est x = f−1(y) et don
, obligatoirement, x = f−1(g−1(z)). ⋄7.2 Propriétés de régularité des fon
tions ré
iproques7.2.1 Le théorème de 
ontinuitéThéorème 88 Soit f une fon
tion 
ontinue, stri
tement monotone sur un intervalle I alors(i) J = f(I) est intervalle de R(ii) f établit une bije
tion de I sur J(iii) La fon
tion ré
iproque f−1 : J → I est 
ontinue, stri
tement monotone sur J , de mêmesens de variation que f .Preuve.(i) C'est une des versions que nous avons donné du théorème des valeurs intermédiaires, lethéorème 38.(ii) Soit y ∈ J �xé. Par dé�nition même de l'ensemble J = f(I), l'équation y = f(x) d'in
onnue

x ∈ I admet une solution. Rappelons que f(I) est l'ensemble de toutes les images possiblesdes éléments de I par la fon
tion f .Cette équation ne peut admettre qu'une solution 
ar f est stri
tement monotone. En e�et,si l'on dispose de deux solutions distin
tes x1 < x2, on a alors f(x1) = y = f(x2), 
e qui estimpossible 
ar f étant stri
tement monotone, on a soit f(x1) < f(x2), soit f(x1) > f(x2).(iii) Supposons que f est stri
tement 
roissante pour �xer les idées. Soient y1 < y2 ∈ J . Dedeux 
hoses l'une, soit f−1(y1) ≥ f−1(y2), soit f−1(y1) < f−1(y2). Si le premier 
as à lieu,
omme f est 
roissante, on alors que
f(f−1(y1)) ≥ f(f−1(y2))et don
 y1 ≥ y2, 
e qui est 
ontraire à l'hypothèse sur y1 et y2, 
'est don
 le deuxième 
asqui est véri�é.Don
, pour y1 < y2, f−1(y1) < f−1(y2), 
e qui montre que f est stri
tement 
roissante.(Hors 
ours)En 
e qui 
on
erne la 
ontinuité de f−1. Si f n'est pas 
ontinue sur J , 
'estqu'elle n'est pas 
ontinue en un 
ertain point y0 de J (
ontinue à droite ou à gau
he si y0est l'une des extrémités de J). Il existe x0 ∈ I tel que f(x0) = y0. Si f−1 n'est pas 
ontinueen y0, 
ela signi�e qu'il existe une suite (yn) de points de J , 
onvergeant vers y0 mais tellela suite de points de I, xn = f−1(yn), ne 
onverge pas vers x0. On peut, quitte à éliminerdes termes de la suite (yn), supposer que 
ette suite est stri
tement monotone. La suite

xn = f−1(yn) est don
 elle aussi stri
tement monotone.Cette suite admet une limite ℓ dans R, di�érente de x0 et en analysant les di�érents 
as,il existe alors un point m dans I, qui est stri
tement entre ℓ et x0, 
e qui montre, du faitde la stri
te 
roissan
e de f , que pour tous les n à partir d'un 
ertain rang, yn = f(xn) et
y0 = f(x0) sont stri
tement séparés par f(m), 
e qui interdit la 
onvergen
e de yn vers y0et mène don
 à une 
ontradi
tion.

⋄7.2.2 Détermination de l'intervalle imageSoit I un intervalle de R, f : I → R une fon
tion 
ontinue stri
tement monotone. Si a et b sontles bornes de I (a et b pouvant être des nombres réels ou les symboles ±∞) alors J = f(I) est unintervalle dont les bornes sont limx→a f(x) et limx→b f(x). La nature de l'intervalle J en la borne
limx→a f(x) est la même que 
elle de l'intervalle I en a.Exemples et Remarques 69



1. Soit f : ]0, 1] → R dé�nie par f(x) = 1
x
. La fon
tion f est 
ontinue, stri
tement dé
roissantesur I = ]0, 1]. On a limx→0 f(x) = +∞ et limx→1 f(x) = 1. On en déduit que J = f(I) =

[1,+∞[.2. La fon
tion tangente est 
ontinue, stri
tement 
roissante sur l'intervalle I =
]
−π

2 ,
π
2

[. On a
limx→±π

2
tanx = ±∞, on a don
 tan(I) = R.7.2.3 Le théorème de dérivabilitéThéorème 89 Soit f une fon
tion 
ontinue, stri
tement monotone sur un intervalle I. Soit J =

f(I) et f−1 : J → I la fon
tion ré
iproque.(i) Si x0 ∈ I, f ′(x0) 6= 0 alors f−1 est dérivable en y0 = f(x0) ∈ J et
(f−1)′(y0) =

1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))(ii) Si f est de 
lasse C1 sur I et f ′ ne s'annule pas sur I alors f−1 est de 
lasse C1 sur J et
(f−1)′ =

1

f ′ ◦ f−1(iii) Soit n ≥ 1. Si f est de 
lasse Cn sur I et f ′ ne s'annule pas sur I alors f−1 est de 
lasse
Cn sur J .Preuve. Les points (ii) et (iii) sont 
lairement des 
onséquen
es du point (i). Nous ne prouvonsque 
elui-
i.Comme f est dérivable en x0, il existe une fon
tion ǫ de limite nulle en 0 telle que
f(x) = f(x0) + (x− x0)f

′(x0) + (x − x0)ǫ(x − x0) = y0 + (x− x0)(f
′(x0) + ǫ(x− x0))Soit y ∈ J , y = f(x) pour un unique x ∈ I : x = f−1(y). En substituant y = f(x) dans ledéveloppement limité pré
édent, on a

y − y0 = (f−1(y) − f−1(y0))(f
′(x0) + ǫ(f−1(y) − f−1(y0)))Comme f ′(x0) 6= 0, lorsque y → y0, 1

f ′(x0)
ǫ(f−1(y) − f−1(y0)) → 0 
ar f−1 est 
ontinue en y0. Ilexiste don
 une fon
tion η dé�nie au voisinage de 0 et de limite nulle en 0 telle que η(y − y0) =

1
f ′(x0)

ǫ(f−1(y) − f−1(y0)) et
f ′(x0) + ǫ(f−1(y) − f−1(y0)) = f ′(x0)(1 + η(y − y0))Par ailleurs, 1 + η(y − y0) a pour limite 1 lorsque y → y0 et don
 pour tout y su�sammentpro
he de y0,

f−1(y)− f−1(y0) = (y− y0)
1

f ′(x0)

1

1 + η(y − y0)
= (y− y0)

1

f ′(x0)
+ (y− y0)

(
1

1 + η(y − y0)
− 1

)Comme ( 1
1+η(y−y0)

− 1
) tend vers 0 lorsque y → y0, on a don
 obtenu un développementlimité d'ordre 1 de f−1 au voisinage de y0. Ce
i démontre que f−1 est dérivable en y0 et nousdonne la valeur de (f−1)′(y0) annon
ée. ⋄7.3 Les fon
tions ra
ine n-ième, n

√
x7.3.1 Rappel : Les fon
tions � puissan
e � d'exposant entierSi n est un entier naturel, n 6= 0 et x un nombre réel, on pose

xn = x . . . x︸ ︷︷ ︸
n fois70



Proposition 90 On a les propriétés suivantes, pour x, y des réels, m,n des entiers naturels dis-tin
ts de zéro.1. 1n = 12. xm+n = xm.xn3. (xy)n = xn.yn4. (xn)m = xmn5. Bin�me de Newton
(x+ y)n =

n∑

k=0

(
n
k

)
xkyn−k =

∑

k+ℓ=n

0≤k,ℓ

n!

k!ℓ!
xkyℓLes règles 1., 2., et 4. suggèrent l'extension de 
ette notation à n = 0 et aux entiers négatifspourvu que l'on 
onsidère des nombres réels x 6= 0.On pose, pour n = 0, x0 = 1 et, pour n entier, n < 0, x 6= 0,

xn =
1

x−n
=

(
1

x

)−nOn véri�e alors fa
ilement la proposition suivanteProposition 91 On a les propriétés suivantes, pour x, y des réels non nuls, m,n des entiersrelatifs,1. 1n = 12. xm+n = xm.xn3. (xy)n = xn.yn4. (xn)m = xmnSoit n un entier relatif. Posons pn, (
omme "puissan
e n") la fon
tion dé�nie par pn(x) = xn.Lorsque n ≥ 0, son domaine de dé�nition est R alors que pour n < 0, son domaine de dé�nitionest R \ {0}.Proposition 92 1. Pour n ≥ 1, pn est une fon
tion de 
lasse C∞ sur R dont la dérivée estdonnée par
p′n(x) = n.pn−1(x) = n.

pn(x)

x2. Pour n ≤ −1, pn est une fon
tion de 
lasse C∞ sur 
ha
un des intervalles ]0,+∞[ et ]−∞, 0[.Sa dérivée est donnée par
p′n(x) = n.

pn(x)

x
= n.pn−1(x)7.3.2 Le 
as n impairOn suppose i
i que n est un entier naturel impair.Proposition 93 1. pn est dé�nie, de 
lasse C∞, stri
tement 
roissante sur R.2. pn dé�nit une bije
tion de R sur R. Sa bije
tion ré
iproque, 
ontinue, stri
tement 
roissantesur R est notée ave
 la notation ra
ine n-ième

p−1
n (x) = n

√
x3. p−1

n est de 
lasse C∞ sur 
ha
un des intervalles ]0,+∞[ et ]−∞, 0[.4. Pour x 6= 0, on a
(p−1

n )′(x) =
1

n

p−1
n (x)

x5. p−1
n n'est pas dérivable en 0. Le graphe de pn admet, en 0, une tangente verti
ale.71



7.3.3 Le 
as n pairOn suppose i
i que n est un entier naturel pair.Proposition 94 1. pn est dé�nie, de 
lasse C∞, stri
tement 
roissante sur R.2. pn dé�nit une bije
tion de [0,+∞[ sur [0,+∞[. Sa bije
tion ré
iproque, 
ontinue, stri
tement
roissante sur [0,+∞[ est notée ave
 la notation ra
ine n-ième
p−1

n (x) = n
√
x3. p−1

n est de 
lasse C∞ sur l'intervalle ]0,+∞[.4. Pour x > 0, on a
(p−1

n )′(x) =
1

n

p−1
n (x)

x5. p−1
n n'est pas dérivable en 0. Le graphe de pn admet, en 0, une demi-tangente verti
ale.7.3.4 Puissan
es rationnellesPosons, pour x > 0, pour n entier naturel non nul,

x
1
n = n

√
xet pour α = p

q
, un nombre rationnel non nul sous forme réduite (p ∈ Z, q ∈ N

∗, p et q sans fa
teurspremiers 
ommuns)
xα = (xp)

1
q

xα est don
, par dé�nition, l'unique nombre y > 0 tel que yq = xp.On peut remarquer que si α = p
q
, p ∈ Z, q ∈ N

∗ mais que la fra
tion n'est pas réduite, on atout de même
(xp)

1
q = xα.En e�et, soit d le PGCD de p et q, on a don
 p = d.p′, q = d.q′, α = p′

q′ est é
rit sous formeréduite. Posons y = (xp)
1
q . On a alors, la suite d'impli
ations

(yq′
)d = yq = xp = (xp′

)d

yq′
= xp′

y = xαNous 
onservons par ailleurs la 
onvention que x0 = 1.Proposition 95 On a les propriétés suivantes, pour x, y des réels > 0, α, β des nombres ration-nels,1. 1α = 12. xα+β = xα.xβ3. (xy)α = xα.yα4. (xα)β = xα.β5. La fon
tion pα : ]0,+∞[ → ]0,+∞[ x 7→ xα est de 
lasse C∞, de dérivée en x > 0,
p′α(x) = α.pα−1(x) = α.xα−172



Preuve. Montrons, à titre d'exemple, que (xy)α = xα.yα. On suppose que α = p
q
. Par dé�nition,

(xy)α est le nombre réel z > 0 tel que zq = (xy)p. On a, en utilisant les règles de 
al
ul déjà
onnues pour les exposants entiers, que
(xα.yα)q = (xα)q.(yα)q = xp.yp = (x.y)p,et, 
omme par ailleurs xα.yα > 0, on a don


xα.yα = (x.y)αEn 
e qui 
on
erne les problèmes de 
ontinuité, dérivation, la dé�nition de pα montre que
pα = p 1

q
◦ pp. Comme pp est de 
lasse C∞ sur ]0,+∞[, à valeurs dans ]0,+∞[ et que p 1

q
est C∞sur ]0,+∞[, on en déduit que pα est C∞ sur ]0,+∞[. On a de plus la formule, pour x > 0,

p′α(x) = p′p(x).p
′
1
q

(pp(x)) = p
pp(x)

x
.
1

q

p 1
q
(pp(x))

pp(x)
=
p

q

pα(x)

x
= αxα−1 = α.pα−1(x)

⋄

01 0 1

α = −1/2
α = 1

α = 1/3
α = 5/3

Fig. 7.2 � Les graphes de di�érentes fon
tions puissan
esProposition 96 1. Si α = 0, la fon
tion x 7→ xα est la fon
tion 
onstante égale à 1.2. Si α 6= 0, pα est une bije
tion de ]0,+∞[ sur ]0,+∞[, de bije
tion ré
iproque p 1
α
.3. Si α < 0, limx→0

x>0
xα = +∞, limx→+∞ xα = 0. La fon
tion pα est stri
tement dé
roissantesur ]0,+∞[.4. Si α > 0, limx→0

x>0

xα = 0, limx→+∞ xα = +∞, pα se prolonge par 
ontinuité en 0 en unefon
tion de 
lasse C0 sur [0,+∞[, stri
tement 
roissante.5. Si α ≥ 1, pα se prolonge par 
ontinuité en 0 en une fon
tion de 
lasse C1 sur [0,+∞[.6. Si 0 < α < 1, pα n'est pas dérivable en 0. Son graphe y admet une demi-tangente verti
ale.73



7.4 Les fon
tions logarithme et exponentielle7.4.1 Rappels : fon
tions logarithme et exponentielleDans 
ertains ouvrages, le logarithme népérien est dé�ni 
omme étant la primitive s'annulanten 1 de x 7→ 1x sur l'intervalle ]0 + ∞[. Cette dé�nition né
essite la 
onnaissan
e du théorèmed'existen
e des primitives de fon
tions 
ontinues, 
e que nous n'aborderons que dans le 
hapitre10.Théorème 97 Il existe une unique fon
tion, noté ln, appelée le logarithme népérien dé�nie,de 
lasse C1 sur ]0,+∞[ véri�ant,1. ln 1 = 02. ln′(x) = 1
xDe 
e
i, on peut déduire immédiatement les propriétés suivantesProposition 98 1. Pour tous x, y > 0, ln(xy) = lnx+ ln y2. Pour tout x > 0, α rationnel, ln(xα) = α lnx.3. ln est stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[, lim x→0

x>0
lnx = −∞, limx→+∞ lnx = +∞Preuve. Prouvons par exemple le point 2. Fixons α rationnel et 
onsidérons la fon
tion f dé�niesur I = ]0,+∞[ par f(x) = ln(xα). Cette fon
tion est de 
lasse C1 sur I, on a f(1) = 0 et

f ′(x) = αxα−1 1

xα
= α

1

xOn en déduit que f(x) = α ln(x) pour x ∈ I, 
e qui est 
e que nous 
her
hons.En 
e qui 
on
erne le point 3., la stri
te 
roissan
e de ln est issue de la stri
te positivité de sadérivée. On déduit de 
e
i que ln 2 > 0. Le point 2. implique que ln 2n = n ln 2 pour tout n ∈ Z.
2n et n ln 2 tendent vers +∞ lorsque n→ +∞, on en déduit alors que limx→+∞ lnx = +∞. ⋄Dans la plupart des 
ours de terminale a
tuels, la fon
tion exponentielle est dé�nie 
omme étantla seule solution, valant 1 en 0 d'une 
ertaine équation di�érentielle. Cette dé�nition né
essite la
onnaissan
e de résultats d'existen
e de solutions d'équations di�érentielles.Théorème 99 Il existe une unique fon
tion, notée exp, appelée l'exponentielle, de 
lasse C1sur R véri�ant1. exp(0) = 12. exp′ = expDe 
e
i, on peut déduire immédiatement les propriétés suivantesProposition 100 1. Pour tous x, y ∈ R, exp(x+ y) = exp(x). exp(y)2. Pour tout x ∈ R, α rationnel, exp(α.x) = (exp(x))α.3. exp est stri
tement 
roissante sur R, limx→−∞ exp(x) = 0, limx→+∞ exp(x) = +∞Exemples et Remarques1. En posant e = exp(1), le point 2. implique que pour tout α rationnel, eα = exp(α). On note,pour x réel

ex := exp(x)Les régles de 
al
ul fondamentales sur les puissan
es sont respe
tées(a) e0 = 1(b) Pour x, y réels, ex+y = ex.ey(
) Pour x réel, α rationnel, (ex)α = eαx74



2. De quelque point de vue que l'on parte, on peut toujours dé�nir l'exponentielle à partir dulogarithme et vi
e versa en se basant sur la remarque suivante
exp est une bije
tion de R sur ]0,+∞[, ln est une bije
tion de ]0,+∞[ sur R. Ces deuxbije
tions sont ré
iproques l'une de l'autre.3. Par exemple, supposons que la fon
tion ln soit dé�nie en premier par son théorème d'existen
eet soit exp sa fon
tion ré
iproque. Comme ln est de 
lasse C∞ sur ]0,+∞[ et que sa dérivéene s'y annule pas, exp est don
 de 
lasse C∞ sur R et sa dérivée est

exp′ =
1

ln′ ◦ exp
=

1
1

exp

= expPar ailleurs exp(0) = 1 
ar ln 1 = 0.
01
e
0 1 e

y = lnx
y = ex

y = x

Fig. 7.3 � Les graphes y = lnx et y = ex7.4.2 Croissan
es 
omparéesProposition 101 1. Soit α un nombre rationnel,
lim

x→+∞
xαex = +∞2. Soit α un nombre rationnel,

lim
x→+∞

xαe−x = 03. Soit α > 0, un nombre rationnel,
lim
x→0

x>0

xα lnx = 04. Soit α < 0, un nombre rationnel,
lim

x→+∞
xα lnx = 075



Preuve. La di�
ulté majeure est de prouver le point 1. Soit n un entier naturel, d'après laformule de Taylor-Lagrange à l'ordre n+ 1, 
omme la dérivée n+ 1 de l'exponentielle est > 0, ona, pour x > 0,
ex ≥ 1 + x+ · · · + xn

n!Soit α un nombre rationnel donné et n un entier naturel, stri
tement supérieur à −α. On a don

xαex ≥ xα + · · · + 1

n!
xα+nComme α+ n > 0, le membre de droite de 
ette inégalité tend vers +∞ lorsque x→ +∞, 
e quiimplique la limite annon
ée.Pour le deuxième point, il su�t de se rappeler que e−x = 1

ex . On a don

xαe−x =

1

x−αexD'après le point 1., le membre de droite de 
ette égalité tend vers 0 
ar son dénominateur tendvers +∞.Pour le point 3., en posant y = α lnx, l'existen
e et la valeur de la limite 
her
hée sont lesmêmes que 
elle de la limite de 1
α
y.ey lorsque y → −∞. On est don
 ramenés au point 2. Ledernier point se traite de manière similaire. ⋄7.4.3 Exponentielles et logarithmes de base a > 0, les fon
tions puis-san
es x 7→ xα ave
 α ∈ RLorsque a est un nombre réel > 0 et x est un nombre rationnel, on a la formule
ax = (exp(ln a))

x
= ex ln aNous dé�nissons alors, pour x réel quel
onque

ax := ex lnaLorsque a 6= 1, expa : x ∈ R 7→ ax ∈ ]0,+∞[ est une bije
tion de R sur ]0,+∞[. Sa bije
tionré
iproque est la fon
tion lna : ]0,+∞[ → R, dé�nie par
lna(x) =

lnx

ln aLa valeur a = 10 est parti
ulièrement prisée en physique-
himie, par exemple pour dé�nir lePh d'une solution ou le bruit en dé
ibels. Elle est notée le plus souvent par ln10 = log.Pour α un réel quel
onque, nous venons don
 de dé�nir aussi la fon
tion pα par pα(x) = xαsur l'intervalle ]0,+∞[. Ces fon
tions ont déjà été étudiées pour les valeurs de α rationnelles et lesrésultats des propositions 95 et 96 sont en
ore valables en supposant les exposants réels.7.5 Fon
tions trigonométriques ré
iproquesLes généralités sur les fon
tions ré
iproques montrent que 
elles-
i servent à résoudre uneéquation du type f(x) = y d'in
onnue x pour un 
ertain paramètre y. Modulo l'hypothèse debije
tivité, on obtient que la seule solution d'une telle équation est x = f−1(y).D'un intérêt parti
ulier sont les équations trigonométriques, i.e faisant intervenir les fon
tions
tan, sin, cos et
. Certaines d'entre elles pourront être résolues grâ
e aux fon
tions ré
iproques
arctan, arcsin, arccos, et
.Le le
teur doit 
ependant être 
ons
ient que la périodi
ité des fon
tions trigonométriquesusuelles est un obsta
le à leur inversion. 76



7.5.1 La fon
tion arctanLa fon
tion tan est dé�nie par tan(x) := sin x
cos x

en tout point x tel que cosx 6= 0. Elle est don
dé�nie sur
R \ {π

2
+ kπ, k ∈ Z}

tan est impaire et π-périodique et l'on a la proposition suivante qui résume ses propriétésProposition 102 1. tan, restreinte à l'intervalle ]−π
2 ,+

π
2

[, est une fon
tion de 
lasse C∞ sur
et intervalle.2. Sa dérivée y est donnée par la formule tan′(x) = 1 + tan2 x et est don
 > 0 sur l'intervalle]
−π

2 ,+
π
2

[.3.
lim

x→ π
2

x< π
2

tanx = +∞, lim
x→− π

2
x>− π

2

tanx = −∞,4. tan 0 = 0, tan π
4 = 1, et
.On en déduit don
 queThéorème 103 1. tan dé�nit une bije
tion de ]−π

2 ,+
π
2

[ sur R. Sa bije
tion ré
iproque estnotée arctan.2. arctan est une fon
tion stri
tement 
roissante de R sur ]−π
2 ,+

π
2

[.3. arctan est de 
lasse C∞ sur R et sa dérivée est dé�nie, pour x ∈ R, par
arctan′(x) =

1

1 + x24.
lim

x→+∞
arctanx = +

π

2
, lim

x→−∞
arctanx = −π

2
,5. arctan est impaire, arctan(0) = 0, arctan 1 = π

4 , et
.Con
ernant la résolution d'équations, on aProposition 104 Soit y ∈ R �xé. x est solution de l'équation tanx = y si et seulement si il existeun nombre relatif k tel que x = arctan y + kπ.La proposition suivante, qui se prouve en etudiant la dérivée du membre de gau
he, permet deramener l'étude de arctanx en +∞ à 
elle en 0.Proposition 105 On a, pour tout x > 0,
arctanx+ arctan

1

x
=
π

27.5.2 La fon
tion arcsinLa fon
tion sin est impaire et 2π-périodique, de 
lasse C∞ sur R. La proposition suivanterésume ses propriétés sur l'intervalle [−π
2 ,+

π
2

].Proposition 106 1. sin, restreinte à l'intervalle [−π
2 ,+

π
2

] est une fon
tion de 
lasse C∞ sur
et intervalle.2. Sa dérivée, sur 
et intervalle, est donnée par la formule sin′(x) = cosx =
√

1 − sin2 x. Cettedérivée est don
 > 0 sur l'intervalle ]−π
2 ,+

π
2

[.3. sin 0 = 0, sin π
2 = +1, sin−π

2 = −1, sin π
4 =

√
2

2 , et
.77



−π
2

-1−π
4

0π41
π
2

−π
2 -1−π

4 0 π
4 1 π

2

y = tanx
y = arctanx

y = x

Fig. 7.4 � Les graphes de y = tanx, x ∈] − π
2 ,

π
2 [ et y = arctanx, x ∈] − 1,+1[On en déduit don
 queThéorème 107 1. sin dé�nit une bije
tion de [−π

2 ,+
π
2

] sur [−1,+1]. Sa bije
tion ré
iproqueest notée arcsin.2. arcsin est une fon
tion 
ontinue stri
tement 
roissante de [−1,+1] sur [−π
2 ,+

π
2

].3. arcsin est de 
lasse C∞ sur ]−1,+1[ et sa dérivée est dé�nie, pour x ∈ ]−1,+1[, par
arcsin′(x) =

1√
1 − x2

= (1 − x2)−
1
24. arcsin est impaire, arcsin(0) = 0, arcsin 1 = π

2 , et
.5. Le graphe de arcsin admet des demi-tangentes verti
ales aux points x = ±1.Con
ernant la résolution d'équations, on aProposition 108 Soit y ∈ [−1,+1] �xé. x est solution de l'équation sinx = y si et seulement siil existe un nombre relatif k tel que x = arcsin y + 2kπ ou x = π − arcsin y + 2kπ.7.5.3 La fon
tion arccosLa fon
tion cos est paire et 2π-périodique, de 
lasse C∞ sur R. La proposition suivante résumeses propriétés sur l'intervalle [0, π].Proposition 109 1. cos, restreinte à l'intervalle [0, π] est une fon
tion de 
lasse C∞ sur 
etintervalle.2. Sa dérivée, sur 
et intervalle, est donnée par la formule cos′(x) = − sinx =
√

1 − cos2 x.Cette dérivée est don
 < 0 sur l'intervalle ]0,+π[.3. cos 0 = 1, cos π
2 = 0, cos π

4 =
√

2
2 , cosπ = −1 et
.78



−π
2

-1−π
4

0π4
1π2

−π
2 -1 −π

4 0 π
4 1 π

2

y = sinx
y = arcsinx

y = x

Fig. 7.5 � Les graphes de y = sinx et y = arcsinxOn en déduit don
 queThéorème 110 1. cos dé�nit une bije
tion de [0, π] sur [−1,+1]. Sa bije
tion ré
iproque estnotée arccos.2. arccos est une fon
tion 
ontinue stri
tement dé
roissante de [−1,+1] sur [0, π].3. arccos est de 
lasse C∞ sur ]−1,+1[ et sa dérivée est dé�nie, pour x ∈ ]−1,+1[, par
arccos′(x) = − 1√

(1 − x2)
= −(1 − x2)−

1
24. arccos(1) = 0, arccos−1 = π, arccos 0 = π

2 , et
.5. Le graphe de arccos admet des demi-tangentes verti
ales aux points x = ±1.Con
ernant la résolution d'équations, on aProposition 111 Soit y ∈ [−1,+1] �xé. x est solution de l'équation cosx = y si et seulement siil existe un nombre relatif k tel que x = arccos y + 2kπ ou x = − arccos y + 2kπ.On a la relation suivante entre arcsin et arccos. La preuve en est aisée en dérivant le membrede gau
he. Cette relation est à rappro
her de la formule de trigonométrie bien 
onnue cosx =
sin(π

2 − x) valable pour tout réel x.Proposition 112 Pour tout x ∈ [−1,+1], arcsinx+ arccosx = π
27.6 Transformation polaires/
artésiennesDans le plan muni d'un repère othonormé dire
t (O,~i,~j), on dé
rit la position d'un point Mgrâ
e à ses 
oordonnées 
artésiennes. Il est parfois utile de dé
rire la position à l'aide de ρ, ladistan
e de M à l'origine et de l'angle θ, dé�ni modulo 2π que fait ~OM ave
 le ve
teur ~i dirigeant79



-1-1/201/2π41π2
π

-1 -1/2 0 1/2 π
4 1 π

2 π

y = cosx
y = arccosx

y = x

Fig. 7.6 � Les graphes de y = cosx et y = arccosxl'axe des abs
isses (
et angle n'est pas dé�ni si M = O. Dans 
e 
as, on passe des 
oordonnéespolaires (ρ, θ) ∈ [0,+∞[×R deM à ses 
oordonnées 
artésiennes en posant x = ρ cos θ, y = ρ sin θ.La question à laquelle nous allons répondre i
i 
on
erne le passage dans l'autre sens : i.e 
onnais-sant les 
oordonnées 
artésiennes deM , déterminer ses 
oordonnées polaires. La détermination de
ρ ne pose pas de problème, si x = ρ cos θ, y = ρ sin θ alors x2 + y2 = ρ2 et don
 ρ =

√
x2 + y2.Le problème est de 
al
uler θ. Si M n'est pas sur l'axe des ordonnées, on a x 6= 0 et en faisantle bon quotient on a alors

y

x
= tan θCette formule suggère l'utilisation de la fon
tion arctan.Trois 
as prin
ipaux se dégagent :(i) Si x > 0, l'angle θ, qui sur le s
héma doit être 
ompris entre −π

2 et π
2 est pris égal à

θ = arctan y
x(ii) Si x < 0 et y > 0, l'angle θ, qui sur le s
héma doit être 
ompris entre π

2 et π est pris égalà θ = π + arctan y
x
, dont la tangente vaut bien y

x(iii) Si x < 0 et y < 0, l'angle θ, qui sur le s
héma doit être 
ompris entre −π
2 et −π est priségal à θ = −π + arctan y

x
, dont la tangente vaut bien y

xCon
ernant les points de l'axe des ordonnées, on pose(iv) θ = π
2 si x = 0 et y > 0, 
e qui est la limite naturelle de θ lorsque y > 0 est �xé et que xtend vers 0 par valeurs positives ou négatives.(v) θ = −π
2 si x = 0 et y < 0, 
e qui est la en
ore la limite naturelle de θ lorsque y < 0 est �xéet que x→ 0.Ce faisant, nous avons assigné à tout point M de 
oordonnées (x, y) sauf à 
eux véri�ant y = 0,

x ≤ 0 un 
ouple (ρ, θ) ∈ ]0,+∞[× ]−π, π[. Une véri�
ation que nous serons 
apable de mener aprèsle 
hapitre sur les fon
tions de 2 variables montre que ρ, ainsi que θ, dépendent 
ontinuement du
ouple (x, y) dans le plan privé du demi-axe des abs
isses négatives.Si x < 0 est �xé, lorsque y tend vers 0 par valeurs positives, θ tend vers π et lorsque y tend vers
0 par valeurs négatives, θ tend vers −π. La fon
tion θ(x, y) ne peut se prolonger par 
ontinuité auplan (même en privant 
elui-
i de l'origine) 80



En résumé, la 
orrespondan
e 
oordonnées polaires�
oordonnées 
artésiennes que nous venonsd'expli
iter établit une bije
tion 
ontinue et de ré
iproque 
ontinue1 entre ]0,+∞[ × ]−π, π[ et
R

2 \ {(x, 0), x ≤ 0}L'élimination du demi-axe des abs
isses négatives est né
éssaire pour éviter de 
hoisir si 
espoints doivent avoir un angle π ou −π.Si nous avions eu à nous 
on
entrer sur un problème où les points sont pro
hes de 
e demi-axenégatifs, il est né
éssaire d'utiliser d'autres 
onventions pour l'angle θ. Un e option est d'éliminerle demi-axe des réels positifs et de 
onsidérer θ ∈]0, 2π[.

O

M

x = r cos θ

r =
√

x2 + y2

θ = arctan y

x

θ = π + arctan y

x

θ = −π + arctan y

x

y = r sin θ

θ = π
2

θ = −π
2

θ = +π

θ = −π

Fig. 7.7 � Passage polaires-
artesiennes
1Nous verrons dans le 
hapitre sur les fon
tions de 2 variables 
e que 
ela signi�e81





Chapitre 8Courbes paramétrées planes8.1 GénéralitésOn se pla
e dans le plan muni d'un repère (O,~i,~j) orthonormé. Ce plan est alors identi�é à
R

2, l'ensemble des 
ouples de réels, via le mé
anisme des 
oordonnées 
artésiennes.8.1.1 Dé�nitionDé�nition 113 � Un paramétrage de 
ourbe plane ou, plus simplement, une 
ourbeparamétrée plane est la donnée de deux fon
tions réelles de variable réelle x et y dé�nies,
ontinues sur un même intervalle non trivial I de R. C'est aussi la donnée d'une fon
tion
ontinue1 γ : I → R
2, γ(t) = (x(t), y(t)).� A 
haque t ∈ I, on asso
ie le point M(t) de 
oordonnées γ(t) = (x(t), y(t)). L'ensemble despoints M(t) lorsque t dé
rit I

Γ = {(x(t), y(t)), t ∈ I}est appelé la 
ourbe plane2 asso
iée à 
e paramétrage.Exemples et Remarques1. La droite. Donner un paramétrage de la droite D passant par le point A = (1, 1), de ve
teurdire
teur u = (−2, 3).Donner un autre paramétrage de 
ette même droite.2. Le 
er
le. Même exer
i
e ave
 le 
er
le de 
entre 0 de rayon 1. En utilisant le fait que le
er
le de 
entre C = (−1, 2), de rayon 3 est l'image par une homothétie de 
entre O suivied'une translation du 
er
le pré
édent, déterminer un paramétrage de 
e 
er
le.3. Le graphe d'une fon
tion 
ontinue. Soit f : I → R une fon
tion 
ontinue, son graphe Γ estla 
ourbe paramétrée dont un paramétrage est
x(t) = t, y(t) = f(x(t)), t ∈ I4. Si Γ est la 
ourbe paramétrée par (x(t), y(t)), t ∈ I ⊂ R et si φ est une bije
tion 
ontinued'un intervalle J ⊂ R sur I alors Γ est aussi la 
ourbe paramétrée par (x(φ(s), y(φ(s)), s ∈ J .8.1.2 Ve
teur vitesse et tangenteDans les exemples qui vont nous o

uper, les fon
tions x et y seront,la plupart du temps, desfon
tions régulières (i.e. de 
lasse C1) de t ∈ I.1Une fon
tion à valeurs R

2 est 
ontinue si 
ha
une des fon
tions 
oordonnées l'est2ou 
ourbe géométrique ou support de la 
ourbe paramétrée83



Dans une interprétation physique usuelle des 
ourbes paramétrées, la variable t représente letemps et x(t), y(t) sont les 
oordonnées d'un point mobile M(t) (
f le 
hapitre ??).Si t 6= t0, la vitesse moyenne du mobile entre les instants t et t0 est donnée par le ve
teur
1

t−t0

−−−−−−−→
M(t0)M(t) qui a (x(t)−x(t0)

t−t0
, y(t)−y(t0)

t−t0
) pour 
oordonnées dans la base (~i,~j).Lorsque t→ t0, 
e ve
teur vitesse moyenne tend, au sens ou 
ha
une de ses 
oordonnées tend,vers ~v(t0) := (x′(t0), y′(t0)). Ce ve
teur est appelée le ve
teur vitesse instantanée ou ve
teurvitesse de M à l'instant t0.Lorsque ~v(t0) 6= 0, la droite passant par le point M(t0), de ve
teur dire
teur ~v(t0), donnéeparamétriquement par

xT (s) = x(t0) + (s− t0)x
′(t0), yT (s) = y(t0) + (s− t0)y

′(t0),est appelée la tangente à Γ au point M(t0), à l'instant t0.Une équation 
artésienne de la tangente à la 
ourbe paramétrée à l'instant t0 est don

(X − x(t0)).y

′(t0) − (Y − y(t0)).x
′(t0) = 0 d'in
onnue (X,Y ) ∈ R

2Dans le 
as du paramétrage naturel d'un graphe de fon
tion, on retrouve la notion de tangenteà un graphe déjà ren
ontrée.
M0 à t = t0

M1 à t = t1

γtgte à l'instant t0
orde entre t0 et t1

Fig. 8.1 � Une 
ourbe paramétrée, le point M0 atteint à l'instant t = t0, sa tangente et une 
ordeExemples et Remarques1. Si φ est une bije
tion C1 d'un intervalle J ⊂ R sur I ⊂ R, (x(t), y(t)), t ∈ I ⊂ R et
(x̃(s), ỹ(s)) = (x(φ(s)), y(φ(s))), s ∈ J sont alors deux paramétrages d'une même 
ourbe Γ.On a alors, par le théorème de dérivation des fon
tions 
omposées, si t0 = φ(s0), que

~v(t0) = φ′(s).~̃v(s0).Si φ′(s0) 6= 0, la tangente à Γ en M(t0) à l'instant t0 est alors égale à la tangente à Γ en
M̃(s0) à l'instant s0. Cela donne un début de dé�nition intrinsèque, i.e. indépendant duparamétrage 
hoisi, de la tangente à une 
ourbe paramétrée.84



2. Il se peut que ~v(t0) = 0 mais que la limite de 1
(t−t0)n

−−−−−−−→
M(t0)M(t) lorsque t → t0 pour un
ertain entier n existe et est non nulle. Par extension, on dira aussi que 
ette limite est unve
teur tangent à la 
ourbe à l'instant t0.Nous verrons un exemple de 
e phénomène dans l'un des exemples de la partie suivante.8.1.3 Distan
e par
ourue entre deux instantsDé�nition 114 Soit γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ I une 
ourbe paramétrée de 
lasse C1 sur un intervalle

I. Soit v(t) = ‖γ′(t)‖ =
√
x′2(t) + y′2(t). Soient t0, t1 ∈ I, t0 ≤ t1. On dé�nit la distan
epar
ourue entre les instants t0 et t1 par la formule

D(t0, t1) =

∫ t1

t0

v(t) dtExemples et Remarques1. La quantité v(t) est la longueur du ve
teur vitesse à l'instant t. C'est 
e que l'on appelle lavitesse instantanée. Si on imagine une voiture suivant la 
ourbe γ(t), t ∈ I, v(t) est 
e quel'on peut lire sur le 
ompteur de vitesse de 
ette voiture. D'une 
ertaine manière, on �oublie�l'information de dire
tion 
ontenue dans le ve
teur vitesse ~v(t). Si l'on pense qu'une intégraleest un genre de somme, la quantité 1
t1−t0

∫ t1

t0
v(t) dt est en quelque sorte la �moyenne� desvitesses instantanées sur l'intervalle de temps [t0, t1] : il s'agit don
 de la vitesse moyennesur 
et intervalle de temps, i.e la distan
e par
ourue par le mobile entre les instants t0 et t1divisée par la durée t0 − t1 de 
et intervalle de temps.2. Prenons l'exemple d'un segment géométrique L = [AB] où A a pour 
oordonnées (xA, yA),

B a pour 
oordonnées (xB , yB). Ce segment est naturellement paramétré par
γ(t) = ((1 − t)xA + txB , (1 − t)yA + tyB), t ∈ [0, 1]On a

~v(t) = (xB − xA, yB − yA), v(t) =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 = ABD'après la dé�nition, la distan
e par
ourue entre les instants t0 = 0 et t1 = 1 est don

D(0, 1) =

∫ 1

0

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 dt = ABDans 
e 
as, on voit don
 que la distan
e par
ourue entre 
es deux instants est exa
tementla longueur du segment, 
e qui est �nalement rassurant ! !Un 
al
ul similaire montre que la distan
e par
ourue entre l'instant 0 et l'instant t ∈ [0, 1]quel
onque est D(0, t) = t.AB, 
e qui est exa
tement la longueur du segment Aγ(t).3. Traitons maintenant l'exemple d'un 
er
le ou d'une partie de 
er
le. Nous allons voir que lesdistan
es 
al
ulées à l'aide de deux paramétrages distin
ts ont au bout du 
ompte la mêmevaleur(a) Paramétrage trigonométrique du 
er
le. Soit C le 
er
le de 
entre (0, 0), de rayon 1. Soit

γ0(t) = (x(t), y(t)) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π] le paramétrage usuel de 
e 
er
le. On a
~v0(t) = (− sin t, cos t), v0(t) =

√
cos2(t) + sin2(t) = 1La distan
e par
ourue par le mobile γ0(t) entre les instants 0 et π

4 est don

D0(0,

π

4
) =

∫ π
4

0

1 dt =
π

4La traje
toire de γ0(t) sur l'intervalle [0, π
4 ] est un huitième du 
er
le C, sa longueur ausens usuel du terme est don
 π

4 , 
e qui 
oin
ide bien ave
 la distan
e par
ourue.85



(b) Posons maintenant γ1(t) = (cos t2, sin t2), t ∈ [0,
√

2π]. Il s'agit d'un autre paramétragedu même 
er
le C. On a
~v1(t) = (−2t sin t2, 2t cos t2), v1(t) =

√
4t2 cos2(t2) + 4t2 sin2(t2) = 2tLa distan
e par
ourue par le mobile γ1(t) entre les instants 0 et √π

4 est don

D1(0,

√
π

4
) =

∫ √
π
4

0

2t dt =
[
t2
]
0
√

π
4 =

π

4La traje
toire de γ1(t) sur l'intervalle [0,
√

π
4 ] est le même huitième du 
er
le C quepré
édemment et la en
ore, sa longueur au sens usuel du terme 
oin
ide bien ave
 ladistan
e par
ourue.La proposition suivante indique, à la manière de l'énon
é similaire sur les tangentes, que ladistan
e par
ourue sur un ar
 paramétré est par nature liée à la traje
toire et non à un paramétrageparti
ulier.Proposition 115 Soient I et J sont deux intervalles non triviaux de R, σ : I → J , une bije
tion
roissante de 
lasse C1, γ0 : I → R

2 et γ1 : J → R
2 sont deux ar
s paramétrés de 
lasse C1, devitesses instantanées respe
tives v0 : I → R et v1 : J → R,Si pour tout t ∈ I, γ1(σ(t)) = γ0(t) alors, pour t0 < t1, t0, t1 ∈ I, en posant σ(t0) = s0 < s1 =

σ(t1), on a
D0(t0, t1) =

∫ t1

t0

v0(t) dt =

∫ s1

s0

v1(s) ds = D1(s0, s1)Preuve. Comme pour tout t ∈ I, γ1(σ(t)) = γ0(t), en dérivant, on obtient que pour tout t ∈ I,
σ′(t).~v1(σ(t)) = ~v0(t). Comme σ est 
roissante, σ′(t) ≥ 0 et don
, pour tout t ∈ I,

σ′(t).v1(σ(t)) = v0(t)On a don
, par le théorème du 
hangement de variable, Théorème 71, dans les intégrales que
D0(t0, t1) =

∫ t1

t0

v0(t) dt

=

∫ t1

t0

σ′(t).v1(σ(t)) dt

s=σ(t)
=

∫ s1

s0

v1(s) ds = D1(s0, s1)

⋄8.2 Exemples de tra
és � 
oordonnées 
artésiennes8.2.1 S
héma généralLe but est de tra
er une 
ourbe paramétrée donnée par le paramétrage x(t), y(t), t ∈ I.� On regarde le domaine de dé�nition, la 
ontinuité, la dérivabilité des fon
tions x et y� On regarde si des symétries 
ommunes aux fon
tions x et y ne permettent pas de réduirele domaine d'étude, quitte à 
ompléter la 
ourbe par des symétries 
entrales, axiales, destranslations...� On étudie les variations de x et y que l'on regroupe dans un tableau de variations 
ommunà 
es deux fon
tions ave
 repérage des limites et de valeurs parti
ulières du paramètre t.86



� On repère des points parti
uliers de la 
ourbe et l'on 
al
ule si besoin les tangentes à 
espoints : interse
tions ave
 les axes de 
oordonnées, points où les tangentes sont parallèlesaux axes, points multiples3� Une 
lasse importante de points parti
uliers sont les points � singuliers � du paramétrage,où la vitesse s'annule. On verra sur des exemples 
omment étudier la 
ourbe au voisinage detels points.� re
her
he de droites asymptotes� On tra
e la 
ourbe en respe
tant 
es 
ontraintes8.2.2 x(t) = 3t2 − 2, y(t) = 3t − t3, t ∈ R.1. Les fon
tions x et y étant polynomiales, elles sont 
lairement de 
lasse C∞ sur R.2. Symétries : on remarque que pour t ∈ R, x(−t) = x(t) et y(−t) = −y(t). Cela implique quela 
ourbe est symétrique par rapport à l'axe des abs
isses et que, pour la tra
er, il su�t dela tra
er pour t ≥ 0, le reste de la 
ourbe s'obtenant par la symétrie axiale.3. Limites : on a
lim

t→±∞
x(t) = ∞ et lim

t→±∞
y(t) = −±∞4. Dérivées et variations : on a

x′(t) = 6t et y′(t) = 3(1 − t2)On obtient don
 le tableau de variations suivant sur [0,+∞[

t 0 1 +∞
x′(t) 0 + 6 +
y′(t) 3 + 0 −

+∞
ր

x(t) 1
ր

−2
2

y(t) ր ց
0 −∞Le graphe admet don
 une tangente verti
ale au point M0 = (0, 0) à l'instant t = 0 et unetangente horizontale au point M1 = (1, 2) à l'instant t = 1.5. Re
her
he de points doubles : résolvons le système de deux équations à deux in
onnues

t, s ∈ R, t 6= s {
x(t) = x(s)
y(t) = y(s)Les solutions de 
e système telles que t 6= s 
orrespondent à un point de la 
ourbe atteintà deux instants distin
ts. Le système en question est équivalent su

esivement à 
ha
un dessystèmes suivants

{
t2 − s2 = 0

3t− t3 − (3s− s3) = 0
,

{
s+ t = 0

3 − (t2 + st+ s2) = 0
,

{
s = −t

3 − (t2 − t2 + t2) = 0
,

{
s = −t
t = ±

√
33Ce sont les points de la 
ourbe géométrique en lesquels on passe au moins deux fois, à deux instants di�érents87



Il y a don
 un � point double � sur la 
ourbe, atteint aux instants t = ±
√

3, il s'agit du point
M√

3 = (7, 0). La tangente T en 
e point à l'instant t =
√

3 a pour équation paramétrique
{
xT (t) = x(

√
3) + tx′(

√
3) = 7 + 6

√
3.t

yT (t) = y(
√

3) + ty′(
√

3) = −6tLa tangente S en 
e point à l'instant t = −
√

3 est la symétrique de T par rapport à l'axedes abs
isses.

02-2 0 1 7t = 0

t = 1
t = ±

√
3

tgte à t = 0tgte à t = 1tgte à t =
√

3tgte à t = −
√

3

Fig. 8.2 � La 
ourbe x(t) = 3t2 − 2, y(t) = 3t− t3, t ∈ R8.2.3 x(t) = sin t, y(t) = sin 2t, t ∈ R.1. Les fon
tions x et y sont de 
lasse C∞ sur R.2. Symétries.(a) Pour t ∈ R on a x(t + 2π) = x(t), y(t + 2π) = y(t). On peut don
 restreindre l'étudeà un intervalle de longueur 2π, par exemple [−π, π] (
e 
hoix s'explique par le pointsuivant !)(b) Pour t ∈ R, on a x(−t) = −x(t) et y(−t) = −y(t). La 
ourbe est don
 symétriquepar rapport au point 0 : il su�t d'étudier la 
ourbe sur l'intervalle [0, π], le reste de la
ourbe s'obtenant par symétrie 
entrale.(
) Pour t ∈ R on x(π − t) = x(t), y(π − t) = −y(t). La 
ourbe est don
 symétrique parrapport à l'axe des abs
isses et il su�t de l'étudier sur l'intervalle I = [0, π/2], le restede la 
ourbe s'obtenant par symétrie d'axe Ox.3. Pour t ∈ I, on a
x′(t) = cos t, y′(t) = 2 cos 2t88



Le tableau de variation est don
 le suivant
t 0 π

4
π
2

x′(t) 1 +
√

2
2 + 0

y′(t) 1 + 0 − −2
1

ր
x(t)

√
2

2
ր 1

0
1

y(t) ր ց
0

y′(t) 1 + 0 − −24. Re
her
he des points doubles. Résolvons le système d'équations d'in
onnues t 6= s, t, s ∈ R,
{
x(t) = x(s)
y(t) = y(s)Ce système est équivalent à {

sin(t) = sin(s)
sin(2t) = sin(2s)

,

{ il existe k ∈ Z tel que t = s+ 2kπ ou il existe k ∈ Z tel quet = π − s+ 2kπil existe k ∈ Z tel que 2t = 2s+ 2kπ ou il existe k ∈ Z tel que2t = π − 2s+ 2kπ
,Ce
i est équivalent à l'une des quatre possibilités suivantes

{ il existe k ∈ Z tel que t = s+ 2kπil existe ℓ ∈ Z tel que t = s+ ℓπ
,

{ il existe k ∈ Z tel que t = π − s+ 2kπil existe ℓ ∈ Z tel que t = s+ ℓπ
,

{ il existe k ∈ Z tel que t = s+ 2kπil existe ℓ ∈ Z tel que t = π
2 − s+ ℓπ

,

{ il existe k ∈ Z tel que t = π − s+ 2kπil existe ℓ ∈ Z tel que t = π
2 − s+ ℓπou en
ore, il existe k, ℓ ∈ Z tels que l'une des quatre possibilités suivantes est réalisée

(a) t = s+ 2kπ et t = s+ ℓπ
(b) t = π − s+ 2kπ et s = π

2 + kπ − ℓπ
2

(c) t = s+ 2kπ et s = π
4 + ℓπ

2 − kπ
(d) t = π − s+ 2kπ et π

2 + ℓπ = π + 2kπLes 
as (a) et (c) 
orrespondent à l'existen
e d'un entier k tel que s = t + 2kπ : tous lespoints de la 
ourbe sont points multiples du seul fait de la 2π-périodi
ité, 
e qui n'est pastrès intéressant. On se limite don
 aux valeurs de t et s 
omprises entre −π et π.Le 
as (d) est impossible : π
2 n'est pas un multiple entier de π. Il ne reste don
 que le 
as

(b) : il existe k, ℓ ∈ Z tels que
t =

π

2
+ kπ + ℓ

π

2
= (2k + ℓ+ 1)

π

2
et s =

π

2
+ kπ − ℓ

π

2
= (2k − ℓ+ 1)

π

2
.On a t− s = ℓπ et don
 le fait que t 6= s est équivalent à ℓ 6= 0. Si l'on se restreint aux t et

s 
ompris entre −π et π, t− s est don
 
ompris entre −2π et 2π, (k, ℓ) ne peut prendre queles valeurs (0,−1), (0, 1), (−1,−1) et (−1, 1). (faire un dessin des 
ouples d'entiers véri�ant
−3 ≤ 2k − ℓ ≤ 1 et −3 ≤ 2k + ℓ ≤ 1, ℓ 6= 0). Les valeurs des 
ouples (t, s) 
orrespondantssont (0, π), (π, 0), (−π, 0) et (0,−π).Pour 
es quatre 
ouples (t, s), on a x(t) = x(s) = 0 et y(t) = y(s) = 0 ; Le point 0 est don
,modulo la périodi
ité de la 
ourbe, le seul point multiple de 
ette 
ourbe.89



-1
0
1

-1 −
√

2
2

0 √
2

2
1t = 0, π,−π

t = π
4

t = 3π
4

~v(0)

~v(3π
4 )

symetrie / Oxsymetrie / O

Fig. 8.3 � La 
ourbe x(t) = sin t, y(t) = sin 2t, t ∈ R8.2.4 x(t) = t2, y(t) = t3, t ∈ R.1. On a x(−t) = x(t), y(−t) = −y(t), la 
ourbe présente don
 une symétrie axiale par rapportà l'axe des abs
isses et il su�t de l'étudier sur [0,+∞[ puis de faire agir 
ette symétrie.2. x′(t) = 2t et y′(t) = 3t2. Sur [0,+∞[ les deux fon
tions x et y sont don
 stri
tement
roissantes. La vitesse v(t) est nulle si et seulement si t = 0.3. (La remarque qui tue). On a, pour tout t ∈ R, t = 3
√
y(t) et don
 x(t) = 3

√
y(t)

2. Cela signi�e,par exemple, que la 
ourbe Γ, restreinte aux instants t ≥ 0 est le graphe de la fon
tion y = x
3
2 .Ce graphe est bien 
onnu ! On note par exemple la présen
e d'une demi-tangente verti
aleen x = 0, y = 0.L'étude de 
e type de 
ourbe, x(t) = tp, y(t) = tq, t voisin de 0 ave
 p et q deux entiers naturelsest très importante pour l'étude lo
ale des 
ourbes paramétrées au voisinage d'un point singulier.Un point singulier d'une 
ourbe paramétrée est un point atteint à un instant t0 tel que v(t0) = 0.il s'agit don
 de 
es instants pour lesquels nous ne sommes pas 
apables de déterminer une droitetangente géométrique.Supposons qu'en t0, x et y admette des développements limités du type

x(t) = x(t0) + ap(t− t0)
p + (t− t0)

pǫ(t− t0)
y(t) = y(t0) + bq(t− t0)

q + (t− t0)
qǫ(t− t0)ave
 ap 6= 0 et bq 6= 0 et p 6= q.Au voisinage de t0, la 
ourbe paramétrée par x(t), y(t) � ressemble � à 
elle, plus simple,paramétrée par

x̃(t) = x(t0) + ap(t− t0)
p

ỹ(t) = y(t0) + bq(t− t0)
qIl est 
ependant assez ex
eptionnel qu'après un développement limité nous nous retrouvionsexa
tement dans 
ette situation ave
 p 6= q. Le 
as suivant se gère grâ
e à un 
hangement de90




oordonnées. Supposons que nous ayons deux ve
teurs ~I et ~J non 
olinéaires (a fortiori non nuls)tels que, après développement limité on ait
x(t) = x(t0) + xI(t− t0)

p + ap+1xI(t− t0)
p+1 + · · · + aq−1xI(t− t0)

q−1 + xJ (t− t0)
q + (t− t0)

qǫ(t− t0)
y(t) = y(t0) + yI(t− t0)

p + ap+1yI(t− t0)
p+1 + · · · + aq−1yI(t− t0)

q−1 + yJ(t− t0)
q + (t− t0)

qǫ(t− t0)où I = (xI , yI), J = (xJ , yJ), ap+1, . . . , aq−1 sont des réels quel
onques. Donnons nous un nou-veau système de 
oordonnées (X,Y ) dont l'origine est le point de 
oordonnées (x(t0), y(t0)), l'axedes abs
isses soit dirigé par I, 
elui des ordonnées soit dirigé par J . La 
ourbe paramétrée par
(x(t), y(t)) dans le repère originel est paramétrée dans 
es nouvelles 
oordonnées par

X(t) = (t− t0)
p + ap+1(t− t0)

p+1 + · · · + aq−1(t− t0)
q−1 + (t− t0)

qǫ(t− t0)
= (t− t0)

p + (t− t0)
pǫ(t− t0)

Y (t) = (t− t0)
q + (t− t0)

qǫ(t− t0)On se retouve don
 ramenés à la situation antérieure.

-10-5
05
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9Fig. 8.4 � La 
ourbe x(t) = t2, y(t) = t3, t ∈ R8.3 Exemples de tra
és � 
oordonnées polaires8.3.1 Courbes en polaires : généralitésPassage d'un système de 
oordonnées à l'autreConsidérons deux fon
tions 
ontinues r(t) et θ(t) d'une variable réelle t, dé�nies sur un mêmeintervalle I de R.La 
ourbe paramétrée dé�nie en 
oordonnées polaires par le système paramétrique
ρ = r(t), θ = θ(t), t ∈ Iest par dé�nition la 
ourbe paramétrée dé�nie en 
oordonnées 
artésiennes par le systèmeparamétrique 91



x(t) = r(t) cos θ(t), y(t) = r(t) sin θ(t), t ∈ IRemarquons que si r(t) et θ(t) sont des fon
tions régulières (par exemple de 
lasse C1), sur Ialors x(t) et y(t) sont des fon
tions ayant au moins le même degré de régularité (dans l'exemple,elles seront au moins de 
lasse C1).Ré
iproquement, étant donnée une 
ourbe paramétrée donnée en 
oordonnées 
artésiennes parle système paramétrique x(t), y(t), t ∈ I ⊂ R, on peut en donner une dé�nition polaire par la
orrespondan
e 
oordonnées 
artésiennes�
oordonnées polaires dé
rite dans la partie pré
édente.Le fait que, par exemple, r(t) =
√
x2(t) + y2(t), montre qu'en général, on ne peut espérer que

r(t) soit automatiquement de 
lasse C1 si x(t) et y(t) le sont. Les instants t ∈ D où x(t) = y(t) = 0posent en e�et problème lors de la dérivation.Le problème de la régularité est en
ore plus prégnant lors de la détermination de l'angle θ(t).D'une part, lorsque r(t) = 0, l'angle n'est pas dé�ni et d'autre part, si la 
ourbe fait � plus d'untour autour de 0 �, la fon
tion θ(t) risque d'exhiber une dis
ontinuité due au problème du 
hoixde l'angle déjà mentionné.Expression de la vitessePosons quelques notations 
ouramment utilisées en physique. Si θ ∈ R, on pose4
ur = (cos θ, sin θ), uθ = (− sin θ, cos θ)

(ur, uθ) forme une base orthonormée etle ve
teur −−→
OM est don
 égal à rur. En dérivant et en utilisant les règles de dérivation d'unproduit et d'une 
omposée, on obtient que

v = r′.ur + rθ′.uθLe 
arré de la vitesse est don

|v|2 = r′2 + r2θ′2Le rayon dépend de l'angleNous allons 
on
entrer nos e�orts dans la suite sur les 
ourbes paramétrées données par uneéquation de la forme
ρ = r(θ), θ ∈ Ioù r est une fon
tion régulière dé�nie sur un intervalle I de R. Par 
e
i, on entend les 
ourbesdé�nies en 
oordonnées polaires par le système paramétrique

ρ = r(t), θ = t, t ∈ IL'exemple le plus simple est donné par le 
er
le de 
entre 0, de rayon r0. Il est dé�ni parl'équation paramétrique
r = r0, θ ∈ R. En restreignant le domaine de variation de θ, on obtient une partie du 
er
le. Par exemple, si

θ0 < θ1, la 
ourbe dé�nie par l'équation paramétrique
r = r0, θ ∈ [θ0, θ1]est l'ar
 du 
er
le de 
entre 0, de rayon r0 
onstitué des points dont l'argument varie entre θ0 et

θ1.4les r, θ en indi
e n'ont rien à voir ave
 les fon
tions ou variables portant 
es déjà noms, les ve
teurs ur et uθdépendent seulement de l'angle θ 92



Les droites ne passant pas par 0 ont une équation polaire du type
r =

a

cos(θ − θ0)Si l'on note H le projeté orthogonal de O sur une telle droite. On a OH = a et l'angle (~i,
−−→
OH)est θ0.

0.500.5
11.52

2.533.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3O
H

Fig. 8.5 � La droite r = 2
cos(θ−π

4
) .8.3.2 La 
ardioïde : r = 2(1 − cos θ).1. r est une fon
tion de 
lasse C∞ sur R. Elle s'annule exa
tement aux point θ tels qu'il existeune entier relatif k tel que θ = k2π.2. Symétries. On a r(θ + 2π) = r(θ). Il su�t don
 d'étudier la 
ourbe sur un intervalle delongueur 2π pour obtenir toute la 
ourbe géométrique. On a par ailleurs r(−θ) = r(θ), 
equi démontre que la 
ourbe est symétrique par rapport à l'axe des abs
isses. Il su�t d'étudier

r sur l'intervalle [0, π] pour re
onstituer la 
ourbe en faisant agir la symétrie.3. On a r′(θ) = 2 sin θ. r′ est don
 stri
tement positif sur ]0, π[, r est don
 stri
tement 
roissantsur [0, π], r y 
roit de 0 jusque 4. Le 
arré de la vitesse est r(θ)2 + r′(θ)2 = 8(1 − cos θ). Lavitesse s'annule don
 uniquement lorsque θ = 0.4. Pour étudier la situation au voisinage de θ, revenons en 
oordonnées 
artésiennes et e�e
tuonsun développement limité de 
ha
une des 
oordonnées : on a
x(θ) = 2(1 − cos θ) cos θ = θ2 + θ2ǫ(θ)

y(θ) = 2 sin θ(1 − cos θ) = sin 2θ = θ3 + θ3ǫ(θ)On admet qu'au voisinage de θ = 0, la 
ourbe � ressemble �5 à la 
ourbe donnée par les5par exemple au niveau du positionnement de la 
ourbe par rapport à sa tangente ou demi-tangente93



premiers termes non triviaux de 
ha
un des développements limités :
x(θ) = θ2

y(θ) = θ3Cette 
ourbe a été étudiée dans la partie pré
édente. Elle présente en 0 une demi-tangente hori-zontale et un point de rebroussement.
0-4 0 1/2

Fig. 8.6 � La 
ourbe r = 2(1 − cos θ).8.3.3 Coniques en polaires : r = p

1+e cos θ
.Lorsque l'on étudie le mouvement des planètes, ou plus généralement le mouvement de deux
orps en intera
tion gravitationnelle, en se plaçant dans un repère 
entré au 
entre de gravitédes deux 
orps, on aboutit, après quelques 
al
uls non triviaux au fait que le mouvement de l'unde 
es 
orps est régi par la 
ourbe paramétrée en polaires r = p

1+e cos(θ−θ0)
où p > 0 et e > 0,

θ0 sont des paramètres dépendant des 
onditions physiques (masse des 
orps en présen
e, vitesseinitiale, et
...). Notre obje
tif i
i est de faire une étude mathématique de 
es 
ourbes paramétrées.Nous obtiendrons alors une des
ription en 
oordonnées polaires des 
oniques. Ces 
ourbes étaient
onnues dès l'antiquité gre
que 
ar elles apparaissant lorsque l'on se
tionne un 
�ne par un plan.Quitte à faire une rotation des axes, on peut supposer que θ0 = 0 et quitte à faire une homo-thétie de 
entre 0, on peut supposer p = 1. Ne serait-
e qu'au niveau du domaine de dé�nitionde la fon
tion r, on voit qu'il y a trois 
as à distinguer au niveau du paramètre e qui est appelél'ex
entri
ité de la 
onique.1. 0 < e < 1 : le domaine de dé�nition est D = R. r est toujours positif. La 
ourbe obtenuesera une ellipse.2. e = 1 : le domaine de dé�nition est D = R privé des points de la forme π + 2kπ, k ∈ Z. rest toujours positif. La 
ourbe obtenue sera une parabole3. e > 1 : le domaine de dé�nition est D = R privé des points de la forme arccos(− 1
e
) + 2kπet des points de la forme − arccos(− 1

e
) + 2kπ, k ∈ Z. r 
hange de signe. La 
ourbe obtenuesera une hyperbole 94



Au niveau des symétries, 
omme r(θ+2π) = r(θ), il su�t d'étudier la 
ourbe sur un intervallede longueur 2π. Par ailleurs r(−θ) = r(θ), la 
ourbe est don
 symétrique par rapport à l'axe desabs
isses et il su�t de l'étudier sur l'intervalle [0, π].Équation 
artésienne. En posant, x = r cos θ et y = r sin θ, on a don

r + er cos θ = 1et, après manipulations algébriques simples, il reste

y2 + (1 − e2)x2 + 2e.x = 1Nous verrons qu'il s'agit d'une équation 
artésienne de la 
ourbe géométrique paramétrée par
r = 1

1+e cos θ
, θ ∈ D.Le 
as de l'ellipseLa fon
tion r est de 
lasse C∞ sur [0, π] et l'on a

r′(θ) =
e sin θ

(1 + e cos θ)2

r′ s'annule don
 uniquement en θ = 0 et en θ = π. Pour 
es valeurs de l'angle, la vitesse estorthogonale au rayon ve
teur −−−→OMθ. Le 
arré de la vitesse est
r2 + r′2 =

(1 + e cos θ)2 + e2 sin2 θ

(1 + e cos θ)4
> 0Cette vitesse ne s'annule pas et don
, on obtient une tangente en θ à la 
ourbe paramétrée enprenant la droite dirigée par ruθ + r′ur.Le 
as de la paraboleLa fon
tion r est dé�nie sur R\{π+2kπ, k ∈ Z}. Par 2π-périodi
ité, la 
ourbe est intégralementdé
rite lorsque θ dé
rit ]−π,+π[.Elle est 
ontenue dans l'ensemble des points (x, y) du plan véri�ant x = 1−y2

2 . C'est uneparabole.Comme lorsque θ dé
rit ]−π,+π[,
y(θ) = r(θ) sin(θ) = tan

θ

2dé
rit tout R, la 
ourbe géométrique est don
 exa
tement l'ensemble des points du plan véri�ant
y2 + 2x = 1.Le 
as de l'hyperbolePosons α = arccos(− 1

e
). On étudie don
 r sur la réunion d'intervalles [0, α[ ∪ ]α, π].On a le tableau de variations suivant

θ 0 α π
+∞ 1

1−e

r(θ) ր ր
1

1+e
−∞Les 
ourbes obtenues sont 
ontenues dans l'ensemble des points (x, y) véri�ant

y2 + (1 − e2)x2 + 2ex = 195



Cet ensemble est la réunion des deux graphes
y = ±

√
1 − 2ex+ (e2 − 1)x2 = ±

√
e2 − 1

√(
x− e

e2 − 1

)2

− 1

(e2 − 1)2

= ±
√
e2 − 1

√(
x− 1

e− 1

)(
x− 1

e+ 1

)Le fait que r(θ) → ±∞ lorsque θ tend vers α par valeurs positives ou négatives suggèrel'existen
e d'une asymptote parallèle à la droite d'équation (polaire) θ = α.La � distan
e � (i
i elle a un signe) du point M à 
ette droite est donnée par
d(θ) = r(θ) sin(θ − α). Si, lorsque θ → α, par exemple par valeurs supérieures, d(θ) 
onverge vers une valeur a 6= 0,on pourra en 
on
lure que la droite d'équation polaire

r =
a

sin(θ − α)est asymptote à la 
ourbe paramétrée lorsque θ tend vers α par valeurs supérieures.Si a = 0, la droite θ = α est asymptote.Dans notre 
as, on a
d(θ) = r(θ) sin(θ − α)

=
1

e

sin(θ − α)

cos θ − cosα

=
1

e

2 sin θ−α
2 cos θ−α

2

−2 sin θ−α
2 sin θ+α

2

= −1

e

cos θ−α
2

sin θ+α
2

→ − 1

e sinα
= −± 1√

e2 − 1Le signe ± étant 
elui de e..
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r(θ)

p
1+e

p
1−e

Fig. 8.7 � L'ellipse r = p
1+e cos θ

, p = 1, e = 0.5.
r(θ), 0 < θ < pi

r(θ),−π < θ < 0

r = p
2 , θ = 0

Fig. 8.8 � La parabole r = p
1+e cos θ

, p = 1, e = 1.97



r(θ), 0 < θ < α

r(α − ǫ)

r(α + ǫ)

r = p
1+e

, θ = 0

r = p
1−e

< 0, θ = π

r(θ), 0 < θ < α

r(α − ǫ)

r(α + ǫ)

r = p
1+e

, θ = 0

r = p
1−e

< 0, θ = π

asymp.

Fig. 8.9 � L'hyperbole r = p
1+e cos θ

, p = 1, e = 1.5.

98



Chapitre 9Fon
tions réelles de deux variablesréellesLe plan est rapporté à un repère orthonormé (O,~i,~j). On l'identi�e par 
e moyen à R
2.9.1 Généralités9.1.1 Fon
tions, ensemble de dé�nitionSoit D une partie de R

2. Une fon
tion f : D → R est un moyen d'asso
ier à tout 
ouple deréels (x, y) de l'ensemble de dé�nition D de f un nombre réel unique noté f(x, y).Exemples et Remarques1. Les fon
tions 
onstantes. Soit a un réel �xé. La formule f(x, y) = a dé�nit une fon
tion
f : R

2 → R.2. Les fon
tions a�nes. Soient a, b, c trois réels �xés, la formule f(x, y) = a.x+ b.y + c dé�nitune fon
tion f : R
2 → R. Les fon
tions de 
ette forme sont appelées fon
tions a�nes.3. Les fon
tions quadratiques. Soit aij une famille de nombres réels �xés. La formule
f(x, y) = a20x

2 + a02y
2 + a11xy + a10x+ a01y + a00dé�nit la en
ore une fon
tion f : R

2 → R.4. Fon
tions polynomiales. Elles sont dé�nies par une formule du type
f(x, y) =

�nie∑

i,j≥0

aijx
i.yj5. Fra
tions rationnelles : elles sont dé�nies 
omme étant le quotient de deux fon
tions poly-nomiales, par une formule du type

f(x, y) =
P (x, y)

Q(x, y)Cette formule ne dé�nit une fon
tion f : D → R que sur une partie du plan D sur laquelle
Q ne s'annule pas, par exemple

D = {(x, y) ∈ R
2, Q(x, y) 6= 0} = R

2 \ {(x, y) ∈ R
2, Q(x, y) = 0}(a) Supposons que Q(x, y) = 2x + 3y − 2. Le domaine de dé�nition naturel de la fon
tion

f dé�nie par la formule
f(x, y) =

x2 + 3xy − 4

2x+ 3y − 299



est l'ensemble D des points (x, y) tels que 2x + 3y − 2 6= 0. C'est la réunion des deuxdemi-plans ouverts
P+ = {(x, y) ∈ R

2, 2x+ 3y − 2 > 0} et P− = {(x, y) ∈ R
2, 2x+ 3y − 2 < 0}(b) Supposons que Q(x, y) = x2 + y2 − 1. La formule

f(x, y) =
x2 − 17xy + 12

x2 + y2 − 1dé�nit une fon
tion f : D → R ave

D = {(x, y) ∈ R

2, Q(x, y) 6= 0} = R
2 \ {(x, y) ∈ R

2, Q(x, y) = 0}Géométriquement D est le plan, privé du 
er
le de 
entre 0 et de rayon 1. Ce 
er
le estexa
tement l'ensemble
C = {(x, y) ∈ R

2, x2 + y2 − 1 = 0}6. On peut évidemment faire intervenir d'autres fon
tions élémentaires d'une variable réelle.(a) La formule f(x, y) = ln(2x2−4x+2y2−6) dé�nit une fon
tion f : D → R si l'on prend
D = {(x, y) ∈ R

2, 2x2 − 4x+ 2y2 > 0}Comme 2x2−4x+2y2−6 = 2(x−1)2 +y2−8, l'ensemble D est don
 géométriquementla partie à l'extérieur du disque de 
entre (1, 0), de rayon 2.(b) La formule f(x, y) = arcsin(x + 2y − 3) dé�nit une fon
tion f : D → R sur le domaine
D du plan dé�nit par

D = {(x, y) ∈ R
2, −1 ≤ x+ 2y − 3 ≤ 1}Il s'agit de la partie de plan 
omprise, au sens large, entre les deux droites d'équation

x+ 2y = 2 et x+ 2y = 4.On voit de 
es exemples que la détermination du domaine de dé�nition d'une fon
tion de deuxvariables réelles asso
iée à une formule f(x, y) = ... né
essitent la détermination de parties du plandé�nies par des équations ou des inéquations 
artésiennes du type
{(x, y) ∈ R

2, g(x, y) est dé�ni et g(x, y) = 0} ou {(x, y) ∈ R
2, g(x, y) est dé�ni et g(x, y) > 0}pour 
ertaines (autres) fon
tions de deux variables g.9.1.2 CompositionsSoit f : D ⊂ R

2 → R une fon
tion de deux variables réelles à valeurs réelles. Ave
 les types defon
tions que nous avons déjà ren
ontré, nous pouvons envisager les 
ompositions suivantes :1. Composition à gau
he ave
 une fon
tion réelle de variable réelle. Soit g : I → R une tellefon
tion dé�nie sur I une partie de R. La formule (g ◦f)(x, y) = g(f(x, y)) dé�nit la fon
tion
g ◦ f sur l'ensemble

{(x, y) ∈ D, f(x, y) ∈ I}La fon
tion g ◦ f est dé�nie sur D à partir du moment où f(x, y) ∈ I pour toute valeur de
(x, y) ∈ D.2. Composition à droite ave
 un ar
 paramétré. Soit g : I → R

2 une fon
tion dé�nie sur une
ertaine partie I de R. La formule (f ◦ g)(t) = f(g(t)) dé�nit la fon
tion f ◦ g sur la partiede R

{t ∈ I, g(t) ∈ D}La fon
tion f ◦ g est dé�nie sur tout I à partir du moment où g(t) ∈ D pour tout t ∈ I.100



9.1.3 Représentations graphiquesGrapheDé�nition 116 Le graphe d'une fon
tion f : D → R
2 est la partie de R

3 dé�nie par
{(x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ D} = {(x, y, z) ∈ R

3, (x, y) ∈ D et z = f(x, y)}On peut représenter le graphe d'une telle fon
tion f 
omme une surfa
e dans l'espa
e. Onn'insistera pas 
e semestre sur 
e type de représentation.9.1.4 Lignes de niveauxDé�nition 117 Si f : D → R est une fon
tion de deux variables réelles, t ∈ R, la ligne de niveau
t est l'ensemble

Lt = {(x, y) ∈ D, f(x, y) = t}On peut représenter e�
a
ement une fon
tion de deux variables en dessinant s
hématiquementquelques lignes de niveaux pour des valeurs de t bien 
hoisies.Un des buts de 
e 
ours est de montrer quelques te
hniques de détermination de 
es lignes deniveaux. Commençons par les exemples élémentairesFon
tions 
onstantes, fon
tions a�nes et droitesSi f : R
2 → R est la fon
tion 
onstante égale à a, les lignes de niveau de f sont de deux types :(i) Soit t = a et alors Lt = R

2(ii) Soit t 6= a et alors Lt = ∅Cette situation est assez extrême au sens, où, 
omme nous le verrons plus loin, les lignes de niveaud'une � belle � fon
tion f sont la plupart du temps des réunions de � belles � 
ourbes paramétrées.Si f : R
2 → R est dé�nie par f(x, y) = a.x + b.y + c est une fon
tion a�ne non 
onstante(
e qui équivaut à (a, b) 6= (0, 0)) alors ses lignes de niveaux sont toutes des droites. En e�et, soit

t ∈ R,
Lt = {(x, y) ∈ R

2, a.x+ b.y = t− c}
Lt est don
 la droite d'équation 
artésienne (en (x, y)) a.x+ b.y = t− c.Fon
tions quadratiques : les 
oniquesSi f : R

2 → R,
f(x, y) = a20x

2 + a02y
2 + a11xy + a10x+ a01y + a00est une fon
tion quadratique, non a�ne (
e qui équivaut à (a20, a11, a02) 6= (0, 0, 0)), les lignes deniveau de f sont des 
oniques, que 
elles-
i soient non dégénérées (� vraies � ellipses, hyperbolesou paraboles) ou dégénérées (vide, un point isolé ou réunion de deux droites).Examinons d'abord un 
ertain nombre de 
as modèles.1. Cer
le et ellipses : f(x, y) = x2 + y2.La ligne de niveau Lt de la fon
tion f est,(a) Si t > 0, le 
er
le de 
entre 0 de rayon √

t(b) Si t < 0, vide(
) Si t = 0, le point (0, 0)Une ellipse (non dégénérée) est, par dé�nition, l'image d'un 
er
le par une transformationa�ne bije
tive du plan. Une telle transformation est déterminée par la donnée de six nombresréels a, b, c, d, e, f véri�ant ad − bc 6= 0. Cette transformation asso
ie à tout point (x, y) duplan le point (x′, y′) dont les 
oordonnées sont 
al
ulées de la façon suivante
x′ = a.x+ b.y + e
y′ = c.x+ d.y + f101



Il est équivalent de dire qu'il existe un autre repère du plan (en général non orthonormé),
(O′, I, J) tel que l'ellipse est l'ensemble des points de 
oordonnées (X,Y ) dans 
e repèrevéri�ant X2 + Y 2 = r2 pour un 
ertain r > 0.2. Hyperboles : f(x, y) = x.y, g(x, y) = x2 − y2Si t ∈ R, la ligne de niveau Lt de f est l'ensemble des points (x, y) véri�ant x.y = t.(a) Si t 6= 0, il s'agit du graphe de la fon
tion x 6= 0 7→ y = t

x
. Ce graphe est une hyperbolenon dégénérée.(b) Si t = 0, il s'agit de la réunion des deux droites d'équation respe
tives x = 0 et y = 0.Con
ernant les lignes de niveau Mt de g, un petit 
al
ul pour se ramener au 
as pré
édents'impose. On a

x2 − y2 = (x + y).(x− y)Posons X = x+y, Y = x−y. X,Y sont les 
oordonnées du pointM dans un nouveau repère
(O′, ~I, ~J) déterminé 
omme 
e
i.(a) Le point O′ véri�e X = 0, Y = 0, on a don
 (en résolvant le système d'équations) x = 0,

y = 0. Ce point O′ est don
 le point O.(b) Au ve
teur ~I 
orrespond un point I tel que ~I = ~O′I où I est déterminé par X = 1,
Y = 0. Il s'agit don
 du point de 
oordonnées x = 1

2 , y = 1
2(
) Au ve
teur ~J 
orrespond un point J tel que ~J = ~O′J où J est déterminé par X = 0,

Y = 1. Il s'agit don
 du point de 
oordonnées x = 1
2 , y = − 1

2

Mt est don
 l'ensemble des points véri�ant X.Y = t. Pour représenter Mt, on est don
ramenés au 
as pré
édent, mais dans le repère (O′, ~I, ~J).On peut aussi voir Mt 
omme étant l'image de Lt par une 
ertaine transformation a�ne duplan. Posons r la transformation du plan dé�nie par
x′ =

1

2
(x+ y), y′ =

1

2
(x− y)Alors (x′, y′) ∈Mt si et seulement si x′2 − y′2 = t, 
'est à dire si et seulement si x.y = t, i.e

(x, y) ∈ Lt.Il en résulte que tout point de Mt est image par r d'un point de Lt et que, ré
iproquement,l'image par r de tout point de Lt est un point de Mt.Une hyperbole (non dégénérée) est, par dé�nition, l'image de l'hyperbole xy = 1 par unetransformation a�ne bije
tive du plan. Il est équivalent de dire qu'il existe un autre repèredu plan (en général non orthonormé), (O′, I, J) tel que l'hyperbole est l'ensemble des pointsde 
oordonnées (X,Y ) dans 
e repère véri�ant X.Y = r pour un 
ertain r 6= 0.3. Paraboles : f(x, y) = y − x2.Pour t ∈ R, la ligne de niveau Lt de 
ette fon
tion est l'ensemble des points (x, y) véri�ant
y = x2 + t : il s'agit don
 du graphe de la fon
tion x 7→ y = x2 + t.Une parabole est, par dé�nition, l'image de la parabole y = x2 par une transformation a�nebije
tive du plan. Il est équivalent de dire qu'il existe un autre repère du plan (en général nonorthonormé), (O′, I, J) tel que la parabole est l'ensemble des points de 
oordonnées (X,Y )dans 
e repère véri�ant Y = X2.Dans le 
as de la ligne de niveau Lt, en posant X = x et Y = y − t, Lt est l'ensemble despoints véri�ant Y = X2. Lt est don
 bien une parabole.9.1.5 Lignes de niveaux des fon
tions quadratiques : une 
lassi�
ationSoit don


f(x, y) = a20x
2 + a02y

2 + a11xy + a10x+ a01y + a00Une fon
tion quadratique non a�ne. 102



Nous allons voir, sur des exemples, une méthode tout à fait générale permettant de déterminerle type de 
oniques en jeu. Cette méthode, appelée rédu
tion de Gauss, est basée sur l'identitébien 
onnue suivante :
x2 + 2a.x = (x+ a)2 − a2Elle démontre que, dans tous les 
as, on peut 
hoisir deux nouvelles variables, (X,Y ), et don
 unnouveau repère du plan telles que (C étant à 
haque fois une 
onstante) l'un des 
as suivants seproduit1. Ellipses : f(x, y) = ±(X2 + Y 2) + C2. Hyperboles : f(x, y) = X2 − Y 2 + C3. Parabole : f(x, y) = X2 − Y4. Cas dégénérés f(x, y) = ±X2 + C, f(x, y) = C1. Ellipses : ∆ = a2

11 − 4a20.a02 < 0 , f(x, y) = ±(X2 + Y 2) + C(a) Supposons que
f(x, y) = 2x2 + 3y2 − 4x+ 3y + 3On a alors, en appliquant notre identité pour � faire rentrer x et y dans les 
arrés � que

f(x, y) = 2(x2 − 2x) + 3(y2 + y) + 3

= 2((x− 1)2 − 1) + 3((y +
1

2
)2 − 1

4
) + 3

= (
√

2(x − 1))2 + (
√

3(y +
1

2
))2 +

1

4

= X2 + Y 2 +
1

4On a i
i posé X =
√

2(x− 1), Y =
√

3(y + 1
2 ).i. La nouvelle origine a pour 
oordonnées le 
ouple (x, y) véri�ant X = 0, Y = 0, 
'estdon
 le point de 
oordonnées (1,− 1

2 ).ii. Le nouvel axe des abs
isses a pour équation Y = 0, 
'est don
 la droite d'équation
y = − 1

2 .iii. Le nouvel axe des ordonnées a pour équation X = 0, 
'est don
 la droite d'équation
x = 1.En 
es 
oordonnées (X,Y ), f(x, y) = X2 +Y 2 + 1

4 . On en déduit que la ligne de niveau
Lt,

Lt = {(x, y) ∈ R
2, X2 + Y 2 = t− 1

4
}esti. Une ellipse non dégénérée si t > 1

4ii. Le point de 
oordonnées (x, y) ave
 X = 0, Y = 0 si t = 1
4 , i.e. x = 1, y = − 1

2iii. vide si t < 1
4 .(b) Présen
e d'un terme 
roisé. Supposons que

f(x, y) = 2x2 + 5y2 + 4xy − 4x− y + 7On applique d'abord notre identité pour faire disparaître 
e terme 
roisé
f(x, y) = 2x2 + 3y2 + 4xy − 4x− y + 3

= 2(x2 + 2xy) + 3y2 − 4x− 3y + 3

= 2(x+ y)2 − 2y2 + 3y2 − 4x− y + 3

= 2(x+ y)2 − 2y2 + 3y2 − 4(x+ y) + 3y + 3

= 2u2 + 3v2 − 4u+ 3v + 3

= X2 + Y 2 +
1

4103
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Fig. 9.1 � Lignes de niveau de f(x, y) = 2x2 + 3y2 − 4x+ 3y + 3
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XX = 1, Y = 0

Y

X = 0, Y = 1

t=5/4t=1/2

Fig. 9.2 � Quelques lignes de niveau expli
ites et le nouveau repère.104



On a i
i posé u = x+ y, v = y, puis, en se ramenant au 
as pré
édent,
X =

√
2(u− 1) =

√
2(x+ y − 1)

Y =
√

3(v +
1

2
) =

√
3(y +

1

2
)i. La nouvelle origine a pour 
oordonnées le 
ouple (x, y) véri�ant X = 0, Y = 0, 
'estdon
 le point de 
oordonnées (3

2 ,− 1
2 ).ii. Le nouvel axe des abs
isses a pour équation Y = 0, 
'est don
 la droite d'équation

y = − 1
2 .iii. Le nouvel axe des ordonnées a pour équation X = 0, 
'est don
 la droite d'équation

x+ y = 1.Les 
on
lusions sur les lignes de niveau de f sont les mêmes que pré
édemment, 
f.�gure ?? et suivante.
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Fig. 9.3 � Lignes de niveau de f(x, y) = 2x2 + 5y2 + 4xy − 4x− y + 72. Hyperboles : ∆ = a2
11 − 4a20.a02 > 0, f(x, y) = X2 − Y 2 + C.(a) Appliquons la même te
hnique que pré
édemment à l'exemple

f(x, y) = 2x2 − 3y2 − 4x− 3y + 3On a alors, en appliquant notre identité pour � faire rentrer x et y dans les 
arrés � que
f(x, y) = 2(x2 − 2x) − 3(y2 + y) + 3

= 2((x− 1)2 − 1) − 3((y +
1

2
)2 − 1

4
) + 3

= (
√

2(x − 1))2 − (
√

3(y +
1

2
))2 +

7

4

= X2 − Y 2 +
7

4On a i
i posé X =
√

2(x−1), Y =
√

3(y+ 1
2 ), 
omme dans le premier exemple elliptique.105



i. La nouvelle origine a pour 
oordonnées le 
ouple (x, y) véri�ant X = 0, Y = 0, 
'estdon
 le point de 
oordonnées (1,− 1
2 ).ii. Le nouvel axe des abs
isses a pour équation Y = 0, 
'est don
 la droite d'équation

y = − 1
2 .iii. Le nouvel axe des ordonnées a pour équation X = 0, 
'est don
 la droite d'équation

x = 1.En 
es 
oordonnées (X,Y ), f(x, y) = X2−Y 2 + 7
4 . On en déduit que la ligne de niveau

Lt,
Lt = {(x, y) ∈ R

2, X2 + Y 2 = t− 7

4
}esti. Une hyperbole non dégénérée si t 6= 7

4ii. La réunion des deux droites d'équations respe
tives X = Y et Y = X , autrementdit, les droites d'équations
√

2(x − 1) −
√

3(y +
1

2
) = 0 et √2(x− 1) +

√
3(y +

1

2
) = 0Ces deux droites sont les asymptotes des hyperboles Lt, t 6= 7

4 .(b) Présen
e d'un terme 
roisé/ absen
e de x2. Supposons que
f(x, y) = 2y2 + 4xy − 4x− y + 3On applique d'abord notre identité pour faire disparaître 
e terme 
roisé

f(x, y) = 2y2 + 4xy − 4x− y + 3

= 2(y2 + 2xy) − 4x− y + 3

= 2(x+ y)2 − 2x2 − 3x− (y + x) + 3On pose alors u = x+ y, v = x

= 2u2 − 2v2 − u− 3v + 3

= 2(u2 − 1

2
u) − 2(v2 +

3

2
v) + 3

= 2(u− 1

4
)2 − 2

1

42
− 2(v +

3

4
)2 + 2

9

16
+ 3

= X2 − Y 2 +
31

8On a i
i posé u = x+ y, v = y, puis, en se ramenant au 
as pré
édent,
X =

√
2(u− 1

4
) =

√
2(x+ y − 1

4
)

Y =
√

2(v +
3

4
) =

√
2(x+

3

4
)i. La nouvelle origine a pour 
oordonnées le 
ouple (x, y) véri�ant X = 0, Y = 0, 
'estdon
 le point de 
oordonnées (− 3

4 , 1).ii. Le nouvel axe des abs
isses a pour équation Y = 0, 
'est don
 la droite d'équation
x = − 3

4 .iii. Le nouvel axe des ordonnées a pour équation X = 0, 
'est don
 la droite d'équation
x+ y = 1
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Les 
on
lusions sur les lignes de niveau de f sont sur le même modèle que pré
édemment,la valeur t = 31
8 étant la seule valeur pour laquelle la 
onique dégénère en une union dedeux droites sé
antes.(
) Absen
e de x2 et y2. Comme f n'est pas supposée a�ne, on a don
 a11 6= 0. Regardonsl'exemple f(x, y) = −3xy + x + 2y + 1. On 
hange i
i d'astu
e en 
onstatant que

xy = u2 − v2 si u+ v = x et u− v = y, 
'est à dire u = 1
2 (x+ y) et v = 1

2 (x− y) On adon

f(x, y) = −3xy + x+ 2y + 1

= −3(u2 − v2) + (u+ v) + 2(u− v) + 1

= −3u2 + 3v2 + 3u− v + 1

= −3(u− 1

2
)2 +

3

4
+ 3(v − 1

6
)2 − 1

12
+ 1

= X2 − Y 2 +
5

3On a i
i posé
Y =

√
3(u− 1

2
) =

√
3

2
(x+ y − 1)

X =
√

3(v − 1

6
) =

√
3

2
(x− y − 1

3
)La dis
ussion est maintenant identique à 
e qui a déjà été fait.3. Paraboles et 
as dégénérés : ∆ = a2

11 − 4a20.a02 = 0, f(x, y) = X2 − Y .Il peut se produire parfois des annulations désagréables. Regardons par exemple le 
as de
f(x, y) = x2 + 4y2 − 4xy + 2x+ 10y + 7On a, en éliminant le terme 
roisé xy que

f(x, y) = x2 + 4y2 − 4xy + 2x+ 10y + 7

= (x+ 2y)2 + 2(x+ 2y) + 6y + 7

= (u+ 1)2 − 1 + 6y + 7

= X2 − YOn a i
i posé u = 2x+ y,
X = u+ 1 = 2x+ y + 1

Y = −6(y + 1)(a) Le point dont les 
oordonnées véri�ent X = 0, Y = 0 est le point (0,−1)(b) Le nouvel axe des abs
isses a pour équation Y = 0, soit y = −1.(
) Le nouvel axe des ordonnées a pour équation X = 0, soit 2x+ y = −1.Dans 
e système de 
oordonnées, Lt est l'ensemble des points véri�ant Y = X2 − t, il s'agitdon
 d'une parabole pour toutes les valeurs de t.4. Droites parallèles : ∆ = a2
11 − 4a20.a02 = 0, f(x, y) = X2 + CFinalement, le 
as de
f(x, y) = x2 + 4y2 − 4xy + 2x+ 4y + 7se traite de façon similaire, en ayant posé X = 2x+ y + 1, il reste

f(x, y) = X2 + 6L'ensemble Lt est don
 l'ensemble des (x, y) tels que X2 = t− 6.108



(a) si t > 6, il s'agit de la réunion des deux droites (parallèles) d'équations X = ±
√
t− 6,ou en
ore 2x+ y + 1 = ±

√
t− 6(b) si t = 6, il s'agit de la droite d'équation 2x+ y + 1 = 0(
) si t < 6, Lt est vide.9.2 Limites et 
ontinuité9.2.1 Boules, voisinages et parties ouvertesNous allons dé�nir la notion de limite de f(x, y) lorsque le 
ouple (x, y) tend vers un 
ertain
ouple �xé z0 = (x0, y0). Pour 
ela nous allons 
opier la dé�nition que nous avions en une variableréelle.Les disques ouverts D(z0, ǫ) de 
entre z0, de rayon ǫ vont jouer en deux variable un r�leidentique à 
elui que jouait en une variable l'intervalle ouvert ]x0 − ǫ, x0 + ǫ[, 
entré en x0, derayon ǫ.Si z = (x, y), on pose |z| =

√
x2 + y2, la distan
e de z à 0. On lira |z|, le module de z, ou sanorme. On remarque que si z = (x, y), z0 = (x0, y0), alors

|z − z0| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2est la distan
e entre z et z0.Le disque ouvert D(z0, ǫ) de 
entre z0 = (x0, y0), de rayon ǫ est
D(z0, ǫ) = {z = (x, y) ∈ R

2, |z − z0| < ǫ}Soit z0 un point, une partie V de R
2 est dite voisinage de z0 s'il existe ǫ > 0 tel que

D(z0, ǫ) ⊂ VExemples et Remarques1. Un demi-plan ouvert P est voisinage de 
ha
un de ses points. Un tel demi-plan est dé�nipar trois nombres a, b, c, (a, b) 6= (0, 0) par
P = {(x, y) ∈ R

2, a.x+ b.y + c < 0}2. Un disque ouvert est voisinage de 
ha
un de ses points.3. Si V est l'interse
tion d'un nombre �ni de demi-plans ouverts ou de disques ouverts alors Vest voisinage de 
ha
un de ses points.4. Il en est de même si V est réunion d'un nombre �ni de tels objets � ouverts �.9.2.2 Dé�nitionDé�nition 118 Soit z0 ∈ R
2, f : D → R une fon
tion de deux variables, ℓ ∈ R. On suppose que

D ∪ {z0} est voisinage de z0.1. On dit que f a pour limite ℓ en z0, 
e que l'on note
lim

z→z0
z 6=z0

f(z) = ℓ ou f(z)
z→z0
z 6=z0→ ℓsi, pour tout voisinage U de ℓ dans R, il existe un voisinage V de z0, 
ontenu dans D∪{z0}tel que si z ∈ V , z 6= z0 alors f(z) ∈ U .2. Si f est dé�nie en z0, on dit que f est 
ontinue en z0 si

lim
z→z0

f(z) = f(z0)109



Proposition 119 (DL d'ordre 0) Dans le même 
ontexte que pré
édemment, f admet pour li-mite ℓ en z0 si et seulement si il existe une fon
tion ǫ, dé�nie au voisinage de (0, 0), de limite 0en 0 telle que, pour tout z voisin de z0, z 6= z0,
f(z) = ℓ+ ǫ(z − z0)Remarques1. On a, 
omme dans le 
as d'une variable, uni
ité de la limite de f en z0 sous réserve que 
ettelimite existe.2. Si f admet une limite en un point z0, la fon
tion f est bornée sur un 
ertain voisinage de

z0.3. Pour prouver qu'un fon
tion ǫ(h, k) a pour limite 0 en 0, il su�t de démontrer une majorationdu type
|ǫ(h, k)| ≤ η(

√
h2 + k2)pour une 
ertaine fon
tion η d'une variable réelle, de limite 0 en 0.4. Dans le 
as de deux variables, nous n'avons pas de notion de limite à droite ou à gau
heen un point 
ar 
ela n'a pas grand sens. On peut en revan
he dé�nir la limite en un pointsuivant une partie A de R

2 
omme suitDé�nition 120 Soit f : D → R une fon
tion, z0 ∈ R
2, A ⊂ D, ℓ ∈ R. On suppose que toutvoisinage de z0 ren
ontre A en au moins un point. On dit que f a pour limite ℓ en z0 ensuivant A, 
e que l'on note

lim
z→z0
z∈A

f(z) = ℓ ou f(z)
z→z0
z∈A→ ℓsi, pour tout voisinage U de ℓ dans R, il existe un voisinage V de z0, tel que si z ∈ V ∩A,alors f(z) ∈ U .La dé�nition de limite déjà donnée rentre dans 
e 
adre en prenant A = D \ {z0}. Cettedé�nition a un sens pour les fon
tions d'une variable réelle, la limite à droite est en faitla limite suivant A en prenant A = ]x0, x0 + δ[ pour une 
ertaine valeur de δ > 0. La
ondition imposée sur A n'est la que pour garantir l'uni
ité de la limite suivant A, sousréserve d'existen
e. Nous ne nous servirons pas de 
ette notion 
ette année.Exemples et Remarques1. Si f : R

2 → R est une fon
tion 
onstante, elle est 
ontinue en 
haque z0 ∈ R
2.2. Si f : R

2 → R est une fon
tion a�ne ou quadratique, elle est 
ontinue en 
haque z0 ∈ R
2.Dé�nition 121 1. Une partie D de R

2 est dite ouverte si elle est voisinage de 
ha
un de sespoints.2. Soit D une partie ouverte de R
2. f : D → R une fon
tion. On dit que f est 
ontinue sur Dsi f est 
ontinue en tout z0 ∈ D.Exemples et Remarques1. Les demi-plans ouverts, les disques ouverts sont des parties ouvertes2. Une interse
tion d'un nombre �ni de parties ouvertes est ouverte3. Une réunion de parties ouvertes est ouvertes4. Pour démontrer, 
e que l'on ne vous demandera pas de faire, qu'une partie D de R

2 estouverte, il su�t de trouver une fon
tion 
ontinue g : R
2 → R telle que

D = {(x, y) ∈ R
2, g(x, y) > 0}Disques et demi-plans ouverts rentrent dans 
e 
adre.110



9.2.3 OpérationsLes règles sur les opérations et les limites dans 
e 
adre sont les mêmes que les règles que nousavons énon
ées pour le 
as des fon
tions d'une variable réelle. Nous nous fo
alisons sur le 
as desfon
tions 
ontinues sur un ensemble ouvert.Opérations algébriquesProposition 122 Soient D un domaine ouvert, f, g : D → R, deux fon
tions 
ontinues alors1. f + g, f.g sont 
ontinues sur D.2. l'ensemble D′ = {(x, y) ∈ D, g(x, y) 6= 0} est ouvert et la fon
tion f/g : D′ → R dé�nie parla formule (f/g)(x) = f(x)
g(x) est 
ontinue sur D′.Exemples et Remarques1. Les fon
tions polynomiales sont 
ontinues sur R

2.2. Une fra
tion rationnelle est 
ontinue sur son domaine de dé�nition, qui est ouvert.CompositionLa en
ore, les résultats d'une variable réelle se transposent : la 
ontinuité se 
omporte bien visà vis des 
ompositionsProposition 123 Soit D une partie ouverte de R, f : D → R une fon
tion 
ontinue sur D.1. Composition à gau
he. Soit g : I → R ave
 I un intervalle de R une fon
tion 
ontinue sur
I. Si f(x, y) ∈ I pour tout (x, y) ∈ D, la fon
tion g ◦ f est une fon
tion dé�nie, 
ontinuesur D.2. Composition à droite. Soit g : I → R

2 ave
 I un intervalle de R une fon
tion 
ontinue sur
I. Si g(t) ∈ D pour tout t ∈ I, la fon
tion f ◦ g est une fon
tion dé�nie, 
ontinue sur I.9.3 Dérivabilité9.3.1 DL d'ordre 1En une variable réelle, la notion de développement limité d'ordre 1 en un point donné estintimement liée à la dérivabilité de la fon
tion en 
e point. Le but est de 
omparer, lo
alement,au voisinage du point 
onsidéré la fon
tion ave
 une fon
tion a�ne. Il en est de même en deuxvariables.Dé�nition 124 Soit f : D → R, z0 = (x0, y0), D voisinage de z0. On dit que f admet un DLd'ordre 1 en z0, ou de façon plus 
ourte, que f est di�érentiable en z0, s'il existe a, b ∈ R, unefon
tion ǫ, dé�nie au voisinage de 0 = (0, 0), de limite 0 en 0 telle que, pour z = (x, y), voisin de

z0, on a
f(x, y) = f(x0, y0) + a(x− x0) + b.(y − y0) + |(x− x0, y − y0)|ǫ(x− x0, y − y0)

f(z) = f(z0)+ <

(
a
b

)
, z − z0 > +|z − z0|ǫ(z − z0)ou en
ore, telle que pour tout (h, k) su�samment voisin de (0, 0), on a

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + a.h+ b.k + |(h, k)|ǫ(h, k)

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0)+ <

(
a
b

)
,

(
h
k

)
> +|(h, k)|ǫ(h, k)Si f admet un DL d'ordre 1 en z0, le ve
teur ( a

b

) s'appelle le gradient de la fon
tion f en z0.On le note ∇f(z0), à lire � nabla � de f ou gradient de f en z0.111



Exemples et Remarques1. Fon
tions a�nes. Si f(x, y) = a.x + b.y + c alors f admet un DL d'ordre 1 en tout z0 =
(x0, y0) ∈ R

2. On a
f(x0 + k, y0 + h) = f(x0, y0) + a(x− x0) + b(y − y0)Le gradient de f en z0 est don
 le ve
teur indépendant de z0

∇f(z0) =

(
a
b

)2. Fon
tions quadratiques. Si f(x, y) = a20x
2 + a11xy + a02y

2, on a
f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = 2a20x0.h+ a11x0.k + a11y0.h+ 2a02y0.k + a20h

2 + a11hk + a02k
2

= 2a20x0.h+ a11x0.k + a11y0.h+ 2a02y0.k + |(h, k)|ǫ(h, k)
ar |a20h
2 + a11hk + a02k

2| ≤ C(h2 + k2) et don
 a20h
2 + a11hk + a02k

2 =
√
h2 + k2ǫ(h, k)où ǫ est une fon
tion de limite nulle en 0. Cela démontre que f admet un DL d'ordre 1 entout z0 = (x0, y0) et que le gradient de f en z0 est

∇f(x0, y0) =

(
2a20x0 + a11y0
2a02y0 + a11x0

)Nous verrons un peu plus loin 
omment retrouver fa
ilement 
ette formule grâ
e au mé
a-nisme des dérivées partielles.9.3.2 Dérivées partiellesUne façon naturelle d'analyser une fon
tion de deux variables 
onsiste à � geler � une variableet à étudier la fon
tion d'une variable réelle obtenue en laissant libre l'autre variable.Dé�nition 125 (Fon
tions partielles) Soit D ⊂ R
2, f : D → R une fon
tion, (x0, y0) ∈ D1. La première fon
tion partielle f|y=y0

est dé�nie par la formule f|y=y0
(x) = f(x, y0). Si D estvoisinage de (x0, y0) alors le domaine de dé�nition de f|y=y0

est voisinage, dans R, de x0.2. La deuxième fon
tion partielle f|x=x0
est dé�nie par la formule f|x=x0

(y) = f(x0, y). Si Dest voisinage de (x0, y0) alors le domaine de dé�nition de f|x=x0
est voisinage, dans R de

y0.Remarque. Il s'agit en fait de regarder les restri
tions de f sur les droites respe
tivementd'équation x = x0 et y = y0. On a pour 
ela re
ours à un paramétrage de 
ha
une de 
es droites.Dé�nition 126 Soit D une partie ouverte de R
2, f : D → R une fon
tion, (x0, y0) ∈ D� Si la première fon
tion partielle f|y=y0

est dérivable en x0, on appelle dérivée partielle11Dans 
ette partie, 
onformément à l'usage en physique et 
ontrairement à l'usage que nous nous sommes �xésjusqu'à présent, les deux variables d'une fon
tion f vont porter des noms privilégiés. Dans la plupart des exemplessuivants, la première variable s'appelera 'x', la deuxième 'y'.Si on dé�nit une fon
tion g par une formule du type g(u, v) = ... pour (u, v), on 
onsidérera que sa premièrevariable s'appelle u et la deuxième s'appelle v, on laisse au le
teur le soin d'interpréter 
orre
tement les expressions
∂g

∂u
et ∂g

∂vSi nous avions voulu nous 
onformer à notre usage que les arguments d'une fon
tion ne portent pas de nomprivilégiés, il faudrait, pour noter respe
tivement les première et deuxième dérivées partielles de f , é
rire
∂1f et ∂2fCette notation n'est pas toujours très parlante aussi nous ne l'utiliserons pas.112



de f par rapport à la première variable en (x0, y0) le nombre
∂f

∂x
(x0, y0) =

df|y=y0

dx
(x0)� Si la deuxième fon
tion partielle f|x=x0

est dérivable en y0, on appelle dérivée partielle de fpar rapport à la deuxième variable en (x0, y0) le nombre
∂f

∂y
(x0, y0) =

df|x=x0

dy
(y0)Exemples et Remarques1. Soit f dé�nie sur R

2 par f(x, y) = x2 + 3xy − y2. Soit (x0, y0) ∈ R
2. On a

fy=y0
(x) = x2 + 3y0.x− y2

0

fx=x0
(y) = x2

0 + 3y.x0 − y2En dérivant la première égalité, (y0 est un paramètre dans 
e 
as), on obtient
∂f

∂x
(x0, y0) =

df|y=y0

dx
(x0) = 2x0 + 3y0Pour la deuxième égalité, on obtient

∂f

∂y
(x0, y0) =

df|x=x0

dy
(y0) = 3x0 − 2y0Dans la pratique, on a

élère l'é
riture en omettant les indi
es 0. Pour obtenir une expressionde ∂f(x,y)

∂x
, on dérive l'expression de f(x, y) en 
onsidérant que y est une 
onstante.2. Si f(x, y) = ln(1−x2−2y2) dé�nie sur l'ellipse remplie ouverte D = {(x, y) ∈ R

2, x2 +2y2 <
1}, on a

∂f

∂x
(x, y) =

−2x

1 − x2 − 2y2
,
∂f

∂y
(x, y) =

−4y

1 − x2 − 2y2Proposition 127 Soit f : D → R, D un ouvert de R
2, z0 ∈ D. Si f est di�érentiable en z0 alorsles deux dérivées partielles de f en (x0, y0) existent et

∇f(x0, y0) =

(
∂f
∂x

(x0, y0)
∂f
∂y

(x0, y0)

)Preuve. On ne traite que le premier 
as. On a
f|y=y0

(x0 + h) = f(x0 + h, y0)

= f(x0, y0)+ < ∇f(z0),

(
h
0

)
> +|h|ǫ(h, 0)

= f(x0, y0) + h < ∇f(z0),

(
1
0

)
> +|h|ǫ(h, 0)Cette expression fourni 
lairement un développement limité d'ordre 1 de f|y=y0

au voisinage de
x0. f|y=y0

est don
 dérivable en x0 et
df|y=y0

dx
(x0) =

∂f

∂x
(x0, y0) =< ∇f(z0),

(
1
0

)
>De la même façon, f|x=x0

est dérivable en y0 et
df|x=x0

dy
(y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) =< ∇f(z0),

(
0
1

)
>

⋄113



9.3.3 Fon
tions de 
lasse C1 sur un ouvert du planNous introduisons maintenant une 
lasse de fon
tions dé�nie sur une partie ouverte D de R
2dont la di�érentiabilité en 
haque point de D sera fa
ilement véri�able.Dé�nition 128 Soit D une partie ouverte de D, on dit que f : D → R est de 
lasse C1 sur D(
e que l'on note f ∈ C1(D)) si1. f est 
ontinue sur D2. Les deux dérivées partielles de f existent en 
haque point de D3. Ces fon
tions dérivées partielles, ∂f

∂x
et ∂f

∂y
, sont 
ontinues sur D.Opérations algébriquesLes fon
tions de 
lasse C1 sur un domaine ouvert se 
omportent bien vis à vis des opérationsalgébriques, plus pré
isémentProposition 129 Soient f et g deux fon
tions de 
lasse C1 sur une partie ouverte D de R

21. f + g et f.g sont de 
lasse C1 sur D2. Si g ne s'annule pas sur D, f/g est une fon
tion de 
lasse C1 sur DOn a de plus les formules, pour la dérivation partielle par rapport à la première variable
∂(f + g)

∂x
=
∂f

∂x
+
∂g

∂x
,
∂(f.g)

∂x
=
∂f

∂x
.g + f.

∂g

∂x
,
∂(f/g)

∂x
=

1

g2

(
g
∂f

∂x
− f

∂g

∂x

)
.Les formules 
orrespondantes pour la dérivation par rapport à la deuxième variable étant similaires.Composition à gau
heProposition 130 Soit f : D → R une fon
tion de 
lasse C1 sur D, une partie ouverte de R

2,
g : I → R une fon
tion de 
lasse C1 sur l'intervalle I de R. Si f(z) ∈ I pour tout z ∈ D, lafon
tion g ◦ f est alors de 
lasse C1 sur D et on a les formules

∂g ◦ f
∂x

(x, y) = g′(f(x, y)).
∂f

∂x
(x, y)

∂g ◦ f
∂y

(x, y) = g′(f(x, y)).
∂f

∂y
(x, y)ExempleMontrons que la fon
tion f dé�nie par

f(x, y) = ln(1 − (x2 + 3y2))est de 
lasse C1 sur son domaine de dé�nition naturel,
D := {(x, y) ∈ R

2, 1 − (x2 + 3y2) > 0}Cet ensemble est une ellipse ouverte 
entrée en (0, 0). Admettons qu'il est ouvert. f est la 
omposée
g ◦ h ave


h(x, y) = 1 − (x2 + 3y2)

g(t) = ln t114



La fon
tion g est de 
lasse C1 sur I = ]0,+∞[ (
'est la fon
tion ln usuelle !) ; la fon
tion h est de
lasse C1 sur D (
ar 
'est un polyn�me en deux variables) et prend ses valeurs dans I (D a étédé�ni pour 
ela) f = g ◦ h est don
 de 
lasse C1 sur D. On a
∂g ◦ h
∂x

(x, y) = g′(h(x, y)).
∂h

∂x
(x, y) =

1

1 − (x2 + 3y2)
.(−2x)

∂g ◦ h
∂y

(x, y) = g′(h(x, y)).
∂h

∂y
(x, y) =

1

1 − (x2 + y2)
.(−6y)Di�érentiabilité et fon
tions de 
lasse C1.Nous admettons le théorème suivant, qui est un théorème de Taylor-Young à l'ordre 1Théorème 131 Si f ∈ C1(D) alors f est di�érentiable en 
haque point (x, y) de D et l'on a

∇f(x, y) =

(
∂f
∂x
∂f
∂y

)9.3.4 Dérivées d'ordre 2 et DL d'ordre 2Dé�nition 132 Soit D une partie ouverte de D, on dit que f : D → R est de 
lasse C2 sur D(
e que l'on note f ∈ C2(D)) si1. f est de 
lasse C1 sur D2. Les deux dérivées partielles de f sont de 
lasse C1 sur D.3. Les dérivées partielles se
ondes sont dé�nies par
∂2f

∂x2
=
∂ ∂f

∂x

∂x
,
∂2f

∂y∂x
=
∂ ∂f

∂x

∂y
,
∂2f

∂y2
=
∂ ∂f

∂y

∂y
,
∂2f

∂x∂y
=
∂ ∂f

∂y

∂xCes quatre fon
tions sont 
ontinues sur D.Les fon
tions de 
lasse C2 sur un domaine ouvert se 
omportent bien vis à vis des opérationsalgébriques, plus pré
isémentProposition 133 Soient f et g deux fon
tions de 
lasse C2 sur une partie ouverte D de R
21. f + g et f.g sont de 
lasse C2 sur D2. Si g ne s'annule pas sur D, f/g est une fon
tion de 
lasse C2 sur DProposition 134 Soit f : D → R une fon
tion de 
lasse C2 sur D, une partie ouverte de R

2,
g : I → R une fon
tion de 
lasse C2 sur l'intervalle I de R. Si f(z) ∈ I pour tout z ∈ D, lafon
tion g ◦ f est alors de 
lasse C2 sur D.Exemples et Remarques1. Si f est a�ne, toutes ses dérivées partielles se
ondes sont nulles.2. Si f est quadratique, de la forme

f(x, y) = a20x
2 + a11xy + a02y

2,on a
∂f
∂x

= 2a20x+ a11y
∂2f
∂x2 = 2a20

∂f
∂y

= a11x+ 2a02y
∂2f
∂y2 = 2a02

∂2f
∂x∂y

= a11
∂2f

∂y∂x
= a11115



Le phénomène suivant est assez étonnantThéorème 135 (S
hwarz) Si f est de 
lasse C2 sur D, les dérivées partielles se
ondes ∂2f
∂x∂y

et
∂2f

∂y∂x
sont égales sur D.Illustrons 
e
i par l'exemple de la partie 9.3.3.

f(x, y) = ln(1 − (x2 + 3y2))est de 
lasse C2 sur son domaine de dé�nition naturel,
D := {(x, y) ∈ R

2, 1 − (x2 + 3y2) > 0}En e�et, f est la 
omposée g ◦ h ave

h(x, y) = 1 − (x2 + 3y2)

g(t) = ln tLa fon
tion g est de 
lasse C2 sur I = ]0,+∞[ (
'est la fon
tion ln usuelle !) ; la fon
tion h est de
lasse C2 sur D (
ar 
'est un polyn�me en deux variables) et prend ses valeurs dans I. f = g ◦ hest don
 de 
lasse C2 sur D. On a
∂f

∂x
(x, y) =

1

1 − (x2 + 3y2)
.(−2x)

∂2f

∂x2
(x, y) =

−2(1 − x2 − 3y2) + 2x.(−2x)

(1 − (x2 + 3y2))2

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

−12x.y

(1 − (x2 + 3y2))2

∂f

∂y
(x, y) =

1

1 − (x2 + y2)
.(−6y)

∂2f

∂y2
(x, y) =

−6(1 − (x2 + 3y2)) + 6y.(−6y)

(1 − (x2 + y2))2

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

−12y.x

(1 − (x2 + 3y2))2On dispose en�n d'une formule de Taylor à l'ordre 2.Théorème 136 Soit f une fon
tion de 
lasse C2 sur D, (x0, y0) ∈ D, il existe alors une fon
tion
ǫ de limite nulle en (0, 0) telle que, pour (h, k) voisin de (0, 0)

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0)︸ ︷︷ ︸partie 
ste.+
+ h.

∂f

∂x
(x0, y0) + k.

∂f

∂y
(x0, y0)

︸ ︷︷ ︸partie linéaire +

+
1

2

(
h2.

∂2f

∂x2
(x0, y0) + k2.

∂2f

∂y2
(x0, y0) + 2hk.

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)

)

︸ ︷︷ ︸partie quadratique +

+ (h2 + k2)ǫ(h, k)︸ ︷︷ ︸reste 116



Illustrons 
e
i par l'exemple de la partie 9.3.3 en (0, 0).On a
∂f

∂x
(0, 0) = 0

∂2f

∂x2
(0, 0) = −2

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = 0

∂f

∂y
(0, 0) = 0

∂2f

∂y2
(0, 0) = −6

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0La formule de Taylor à l'ordre 2 donne que, pour (x, y) voisin de (0, 0),

f(x, y) = −x2 − 3y2 + (x2 + y2)ǫ(x, y)pour une 
ertaine fon
tion ǫ de limite 0 en (0, 0).9.4 Dérivation des fon
tions 
omposéesNous avons traité le 
as des 
ompositions à gau
he par une fon
tion de variable réelle. Nousexaminons maintenant le 
as d'une 
omposition à droite par un ar
 paramétré.9.4.1 FormulesThéorème 137 Soit f : D → R une fon
tion de 
lasse C1 sur D, une partie ouverte de R
2. Soit

γ : I → R
2, γ(t) = (x(t), y(t)) un ar
 paramétré de 
lasse C1 sur l'intervalle I. Si γ(t) ∈ D pourtout t ∈ I, la fon
tion f ◦ γ est alors de 
lasse C1 sur I et l'on a, pour t ∈ I

(f ◦ γ)′(t) = < ∇f(γ(t))), γ′(t) >

=
∂f

∂x
(x(t), y(t)).x′(t) +

∂f

∂y
(x(t), y(t)).y′(t)Exemples et Remarques Si f et γ sont de 
lasse C2 alors f ◦ γ est de 
lasse C2. La formulepré
édente montre qu'en e�et, (f ◦ γ)′ est de 
lasse C1, du fait du même théorème. La formulepour (f ◦ γ)′′ est don


(f ◦ γ)′′ =
∂f

∂x
.x′′ +

∂f

∂y
.y′′ +

∂2f

∂x2
.x′2 +

∂2f

∂y2
.y′2 + 2

∂2f

∂x∂y
.x′.y′Preuve. On �xe t0 ∈ I. On va 
her
her à faire un DL d'ordre 1 de f ◦ γ au voisinage de t0.L'hypothèse donne que, γ admet un DL d'ordre 1 en t0. On a don


x(t0 + τ) = x(t0) + τ.x′(t0) + τǫ1(τ)

y(t0 + τ) = y(t0) + τ.y′(t0) + τǫ2(τ)

γ(t0 + τ) = γ(t0) + τ.γ′(t0) + τǫ(τ)117



Par ailleurs, f est di�érentiable en z0 = (x0, y0) = γ(t0) et don
, il existe η, une fon
tion delimite nulle en 0 telle que, pour (h, k) voisin de 0,
f(x0 + h, y0 + k)) = f(x0, y0)+ < ∇f(x0, y0),

(
h
k

)
> +|(h, k)|η(h, k)En substituant

h = τ.x′(t0) + τǫ1(τ) = x(t0 + h) − x0

k = τ.y′(t0) + τǫ2(τ) = y(t0 + h) − y0dans l'égalité pré
édente ( 
ette substitution est légitime 
ar, lorsque τ est su�samment voisin de
0, (h, k) est su�samment voisin de (0, 0)), on obtient

f(x(t0 + τ), y(t0 + τ)) = f(x0, y0) + τ. < ∇f(x0, y0), γ
′(t0) > +|τ |η̃(τ)où η̃ tend vers 0 en 0. Ce
i montre que f ◦ γ est dérivable en t0 et la dérivée à la forme annon
ée.La formule de 
ette dérivée montre qu'elle est 
ontinue par les théorèmes 
ontinuité de 
omposéeset de produits.

⋄9.4.2 Gradient et tangentes aux lignes de niveauCe que montre le théorème pré
édent, 
'est que si γ(t), t ∈ I est une 
ourbe paramétrée 
ontenudans une ligne de niveau de f (et don
 a fortiori si γ est un paramétrage d'un mor
eau de lignede niveau de f), on a alors
< ∇f(γ(t)), γ′(t) >= 0En d'autres termes, ∇f(γ(t)) est orthogonal à la tangente en t à la 
ourbe γ.9.4.3 Le théorème des fon
tions impli
itesDans la se
tion pré
édente, on a vu que si ∇f(x0, y0) 6= 0 et si la ligne de niveau de f passantpar (x0, y0) est une 
ourbe paramétrée admettant une tangente en 
e point alors l'équation de
ette tangente est

(X − x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (Y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0) = 0Le théorème suivant, que nous admettrons, bien qu'il soit démontrable ave
 les outils dontnous disposons nous dispense du deuxième type d'hypothèse.Théorème 138 (Fon
tions impli
ites) Soit f : D → R une fon
tion de 
lasse C1 sur D.

(x0, y0) ∈ D. Si ∂f
∂y

(x0, y0) 6= 0, alors il existe un intervalle U , voisinage de x0 dans R, unintervalle V , voisinage de y0 dans R, une fon
tion φ : U → V de 
lasse C1 sur U telle que
Lf(x0,y0) ∩ (U × V ) est le graphe de la fon
tion φ.Par ailleurs, si x ∈ U , on a

φ′(x) = −
∂f
∂x

(x, φ(x))
∂f
∂y

(x, φ(x))Exemples et Remarques1. On a, par dé�nition de Lf(x0,y0) que x ∈ U, y ∈ V et f(x, y) = f(x0, y0) équivaut à y = φ(x).En parti
ulier y0 = φ(x0).2. Une fois que l'on sait que le graphe de φ, une fon
tion de 
lasse C1 est 
ontenu dans la lignede niveau, la formule de la dérivée est 
laire : il su�t de dériver par rapport à x la relation
f(x, φ(x)) = Cste118
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Fig. 9.6 � La fon
tion f(x, y) = x4 + y2 − x3, la ligne de niveau 0 est paramétrée par γ(t) =
(cos2(t), cos3 t sin t), t ∈ R. On a marqué, pour diverses valeurs de t, la tangente à la 
ourbe et legradient de f en γ(t).

L1

L0

-0.5 0 0.5 1 1.5-0.50
0.51
1.5

Fig. 9.7 � La fon
tion f(x, y) = x4 + y2 − x3, son point 
ritique en (0, 0), les lignes de niveau 0 et
1. En 
haque point 6= (0, 0) la ligne de niveau de f passant par 
e point est, au voisinage du point,le graphe d'une fon
tion lisse y = φ(x) ou x = ψ(y) ; Ce n'est 
lairement pas le 
as en (0, 0).119



3. On a un énon
é analogue en supposant que ∂f
∂x

(x0, y0) 6= 0. La ligne de niveau passant par
(x0, y0) est alors lo
alement le graphe x = ψ(y) d'une 
ertaine fon
tion ψ.4. Si ∇f(x0, y0) 6= 0 alors l'une des deux dérivées partielles est non nulle et, dans tous les 
as,
Lf(x0,y0) est au voisinage de (x0, y0) une 
ourbe géométrique admettant un paramétrage de
lasse C1, régulier25. Si f est de 
lasse C2, la fon
tion φ est de 
lasse C2 
omme le montre la formule.9.5 Re
her
he d'extrema lo
auxComme pour les fon
tions de une variable, on dispose du 
ritère d'annulation de la dérivéepour repérer les extrema lo
aux d'une fon
tion de deux variables.9.5.1 Extrema lo
aux et points 
ritiquesDé�nition 139 Soit f : D → R une fon
tion dé�nie sur une partie D de R

2. Soit (x0, y0) ∈ D.1. On dit que f admet unmaximum lo
al en z0 = (x0, y0) s'il existe D(z0, ǫ) un disque ouvert
entré en z0 tel que pour tout z ∈ D(z0, ǫ)∩D, f(z) ≤ f(z0). La valeur de 
e maximum lo
alest f(z0).2. f admet un minimum lo
al en z0 = (x0, y0) s'il existe D(z0, ǫ) un disque ouvert 
entré en
z0 tel que pour tout z ∈ D(z0, ǫ)∩D, f(z) ≤ f(z0). La valeur de 
e minimum lo
al est f(z0).3. f admet un extremum lo
al en z0 = (x0, y0) s'il elle y admet un maximum lo
al ou unminimum lo
al.Théorème 140 Soit f : D → R

2 une fon
tion de 
lasse C1 sur D, une partie ouverte de R
2. Si

f admet un extremum lo
al en z0 = (x0, y0), on a alors
∇f(z0) = 0Preuve. La fon
tion partielle f|y=y0

est dé�nie, de 
lasse C1 sur un 
ertain voisinage de x0. Sadérivée s'annule don
 en x0 et l'on a don

∂f

∂x
(x0, y0) = 0Le même raisonnement implique que

∂f

∂y
(x0, y0) = 0et �nalement, le ve
teur ∇f(z0) est nul. ⋄Exemples et Remarques Comme en une variable il s'agit d'une 
ondition né
essaire.Un point z0 tel que ∇f(z0) = 0 s'appelle un point 
ritique de la fon
tion f . Ce que ditle théorème 
'est que les extrema lo
aux d'une fon
tion de 
lasse C1 sur D sont à re
her
her enexaminant les points 
ritiques de 
ette fon
tion. Une étude supplémentaire au voisinage du point
ritique est alors né
essaire pour a�rmer le 
ara
tère de maximum ou de minimum lo
al.9.5.2 Conditions su�santes à l'ordre 2Pour les fon
tions d'une variable réelle, nous avons à notre disposition le 
ritère suivant pour
on
lure à l'extrémalité d'un point 
ritiqueProposition 141 Soit I un intervalle ouvert de R, f : I → R une fon
tion de 
lasse C2 sur I et

x0 un point 
ritique de f : f ′(x0) = 02i.e. sans point singulier 120



1. Si f ′′(x0) > 0, la fon
tion f admet un minimum lo
al en x0.2. Si f ′′(x0) < 0, la fon
tion f admet un maximum lo
al en x0.Preuve. É
rivons le développement de Taylor à l'ordre 2 de f en x0.
f(x0 + h) − f(x0) = h2

(
1

2
f ′′(x0) + ǫ(h)

)pour tout h voisin de 0, ǫ(h) étant une 
ertaine fon
tion de limite nulle en 0. Cela montre que si
f ′′(x0) 6= 0, pour h 6= 0, h voisin de 0 alors f(x0 + h) − f(x0) est du même signe que f ′′(x0), 
equi entraîne la 
on
lusion de la proposition. ⋄Pour les fon
tions de deux variables, on a, par une méthode similaire le résultat suivantThéorème 142 Soit D une partie ouverte de R

2, f : D → R une fon
tion de 
lasse C2 sur D et
z0 = (x0, y0) un point 
ritique de f : ∇f(z0) = 01. (Elliptique 1) Si ( ∂2f

∂x∂y

)2

− ∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 < 0 et ∂2f

∂x2 > 0, la fon
tion f admet un minimum lo
alen z0.2. (Elliptique 2) Si ( ∂2f
∂x∂y

)2

− ∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 < 0 et ∂2f

∂x2 < 0, la fon
tion f admet un maximum lo
alen z0.3. (Hyperbolique) Si ( ∂2f
∂x∂y

)2

− ∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 > 0, la fon
tion f n'admet pas d'extremum lo
al en z0.Exemples et Remarques1. Ce théorème ne permet de 
on
lure que si la quantité ( ∂2f

∂x∂y

)2

− ∂2f
∂x2

∂2f
∂y2 est non nulle, 
'est àdire lorsque les lignes de niveau de la partie quadratique du développement de Taylor-Younga pour lignes de niveau de vraies ellipses ou hyperboles.2. Un théorème plus fort dit que si f est de 
lasse C∞ et si l'on est dans les hypothèses duthéorème, alors au voisinage de z0, les lignes de niveau de f 'ressemblent' à des petites ellipses(dans les 
as 'elliptiques') ou de petites hyperboles (dans le 
as 'hyperbolique')Preuve. La preuve est basée sur un développement de Taylor de f en z0 à l'ordre 2. Avant defaire 
e
i, nous devons regarder le 
as d'une fon
tion quadratique en 0 Supposons que, a, b et csont trois réels �xés et que

f(x, y) = a.x2 + 2.bx.y + c.y2Posons ∆ = b2 − ac.Si a 6= 0, ∆ < 0, on a
f(x, y) = a

(
x2 + 2

b

a
yx+

c

a
y2

)

= a

(
(x +

b

a
y)2 +

ac− b2

a2
y2

)

= a
(
X2 + Y 2

)où nous avons posé
X = x+

b

a
y, Y =

√
−∆

a
y

(X,Y ) est le 
ouple de 
oordonnées de (x, y) dans un autre repère (O, ~OI, ~OJ). Si a > 0, on endéduit que le minimum (absolu) de f est 0, il n'est atteint qu'en O = (0, 0). Pour a > 0, il s'agitd'un maximum.On a de plus 121



Lemme 143 1. Si a > 0, il existe une 
onstante a+ > 0 telle que pour tout (x, y) ∈ R
2,

f(x, y) ≥ a+(x2 + y2)2. Si a < 0, il existe une 
onstante a− < 0 telle que pour tout (x, y) ∈ R
2,

f(x, y) ≤ a−(x2 + y2)Preuve. É
rivons, en 
oordonnées polaires, x = r cos θ, y = r sin θ, θ ∈ [0, 2π]. On a x2 + y2 = r2et, en posant h(θ) = f(cos θ, sin θ),
f(x, y) = r2(a cos2 θ + 2b sin θ cos θ + c sin2 θ) = r2h(θ)La fon
tion h est une fon
tion 
ontinue sur l'intervalle fermé borné [0, 2π]. Elle y admet un maxi-mum a− et un minimum a+. On a don


a+(x2 + y2) ≤ f(x, y) ≤ a−(x2 + y2)Le 
al
ul pré
édent montre que h est 
onstamment du signe de a, de 
e
i on déduit que si a > 0alors a+ > 0 et que si a < 0 alors a− < 0, 
e qui donne les inégalités 
her
hées. ⋄Si ∆ > 0, le même 
al
ul donne
f(x, y) = a

(
x2 + 2

b

a
yx+

c

a
y2

)

= a

(
(x +

b

a
y)2 +

ac− b2

a2
y2

)

= a
(
X2 − Y 2

)où nous avons posé
X = x+

b

a
y, Y =

√
∆

a
y

(X,Y ) sont les 
oordonnées de (x, y) dans un autre repère (O, ~OI, ~OJ). Si a > 0, on en déduitque la restri
tion de f à la droite d'équation X = 0 admet un maximum absolu stri
t en (0, 0)alors que la restri
tion de f à la droite d'équation Y = 0 admet un minimum absolu stri
t. Entout état de 
ause, dans tout disque 
entré en 0, il y a deux points z+ et z− tels que
f(z−) < f(0) < f(z+)

f n'admet don
 ni minimum ni maximum lo
al en 0.Le théorème est don
 véri�é pour les fon
tions quadratiques.Supposons maintenant f de 
lasse C2 sur D et é
rivons le développement de Taylor à l'ordre 2de f en z0 = (x0, y0).
f(x0 + h, y0 + k) − f(x0) =

(
a.h2 + 2b.hk + c.k2

)
+ (h2 + k2)ǫ(h, k)pour tout (h, k) voisin de 0, ǫ(h, k) étant une 
ertaine fon
tion de limite nulle en 0 et ave


a =
1

2

∂2f

∂x2
(x0, y0), b =

1

2

∂2f

∂x∂y
(x0, y0), c =

1

2

∂2f

∂y2
(x0, y0).Si ∆ = b2 − ac < 0, (
e qui for
e a 6= 0 et c 6= 0, a et c de même signe), on est en position pourappliquer le lemme pré
édent. 122



1. Si a > 0, il existe a+ > 0 tel que, pour tout (h, k), a.h2 +2b.hk+ c.k2 > a+(h2 + k2) et don

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0) ≥ (h2 + k2)(a+ + ǫ(h, k))Pour (h, k) appartenant à un 
ertain voisinage de 0, a+ + ǫ(h, k) > 0, 
e qui implique que

f(x0 + h, y0 + k) > f(x0) pour (h, k) 6= (0, 0) et don
 f admet un minimum lo
al (stri
t) en
(x0, y0).2. Pour a < 0, le même raisonnement ave
 a− donne que f admet en (x0, y0) un maximumlo
al (stri
t).Dans le 
as ∆ > 0 quitte à introduire de nouvelles variables H et K, fon
tions linéaires de

(h, k), on est dans la situation où
f(x0 + h, y0 + k) − f(x0) = H2 −K2 + (H2 +K2)ǫ(H,K)Si (h, k) appartiennent à la droite H = 0,

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0) = K2(−1 + ǫ(0,K))et f n'admet pas de maximum lo
al en (x0, y0).La situation sur la droite K = 0 montre que f n'admet pas de minimum lo
al en (x0, y0) d'oùla 
on
lusion du théorème. ⋄
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Chapitre 10Intégrales et primitives10.1 Intégrale et aireIl est bien 
onnu que l'intégrale d'une fon
tion positive sur un segment [a, b] est l'aire 
ompriseentre l'axe des abs
isses et le graphe de la fon
tion au-dessus de l'intervalle [a, b] entretiennentdes rapports étroits1 Nous exprimons dans 
ette partie 
e lien. Il est à noter que la notion d'aired'une partie de plan est, à 
e stade, assez primitive. On sait 
e qu'est l'aire d'un triangle, d'unparallélogramme et de toute �gure polygonale pour laquelle on dispose d'une � dé
omposition entriangles � et on a l'� intuition � de 
e qu'est l'aire d'un disque.10.1.1 Sommes de RiemannSoit f une fon
tion 
ontinue, positive, sur un intervalle [a, b]. Étant donné un entier n ∈ N
∗, onpeut alors � approximer � la région 
omprise entre l'axe des abs
isses et le graphe de f au dessusde [a, b] par l'une des réunions suivantes de re
tangles ou de trapèzes.L'aire de 
es approximations est respe
tivement

Sg
n =

n−1∑

k=0

f(a+ k
b− a

n
).
b− a

n

Sd
n =

n−1∑

k=0

f(a+ (k + 1)
b− a

n
).
b − a

n

Tn =

n−1∑

k=0

f(a+ k b−a
n

) + f(a+ (k + 1) b−a
n

)

2
.
b − a

n
=

1

2
(Sg

n + Sd
n)

Sg
n, Sd

n, Tn sont des exemples de sommes de Riemann2 asso
iées à la fon
tion f et à la subdi-vision régulière {a, a+ b−a
n
, a+ 2 b−a

n
, . . . , b} de l'intervalle [a, b].On a alors le théorème fondamental que nous allons démontrer dans les parties suivantesThéorème 144 Soit f une fon
tion 
ontinue, positive, sur un intervalle [a, b] alors les suites Sg

n,
Sd

n et Tn 
onvergent vers ∫ b

a
f(t) dtModule d'uniforme 
ontinuitéDé�nition 145 Soit f : I → R une fon
tion dé�nie sur un intervalle non trivial I de R. On ditque f admet un module d'uniforme 
ontinuité sur I s'il existe une fon
tion ω : [0,+∞[ →1Dans 
ertains ouvrages, on trouve même 
e
i 
omme dé�nition de ladite intégrale2On pose tk = a+k. b−a

n
pour k = 0, . . . , n, δnt = tk+1− tk = b−a

n
, l'é
art entre deux tk 
onsé
utifs. Remarquerla similitude de notation entre S

g
n =

Pn−1
k=0 f(tk).δnt et R b

a
f(t) dt125
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n, Tn est la moyenne de 
es deux nombres (n = 5)
[0,+∞[, 
roissante et de limite nulle en 0 telle quepour tous x, y ∈ I,|f(x) − f(y)| ≤ ω(|x− y|)Une telle fon
tion ω sera appelée un module d'uniforme 
ontinuité pour f sur l'intervalle I.Exemples et Remarques1. Si f : I → R admet un module d'uniforme 
ontinuité alors, 
lairement, f est 
ontinue sur I.2. La fon
tion f(x) = x2 n'admet pas de module d'uniforme 
ontinuité sur R tout entier. Ene�et, si 
'était le 
as, il existerait une fon
tion ω telle que, pour tout x ∈ R, tout ǫ > 0, on a

|2.xǫ+ ǫ2| = |(x+ ǫ)2 − x2| ≤ ω(ǫ)Si nous �xons ǫ > 0 et laissons x tendre vers +∞, le membre de gau
he de 
ette inégalitétend vers +∞ alors que le membre de droite est une 
onstante : 
e
i n'est pas possible.3. La fon
tion f(x) = x2 admet un module d'uniforme 
ontinuité sur l'intervalle [−1, 1]. Ene�et, si x, y ∈ [−1, 1], on a
|f(x) − f(y)| = |x2 − y2| = |x+ y||x− y| ≤ 2|x− y| 
ar |x+ y| ≤ 2La fon
tion ω(ǫ) = 2ǫ dé�nie pour ǫ ≥ 0 est don
 un module d'uniforme 
ontinuité pour fsur l'intervalle [−1, 1].4. Le même raisonnement, en utilisant de plus le théorème des a

roissements �nis (
f. théorème60) pour évaluer l'a

roissement |f(x) − f(y)| donne que si f est une fon
tion de 
lasse C1sur un intervalle fermé borné [a, b] alors elle y admet un module d'uniforme 
ontinuité ω. Onpeut prendre, si M est un majorant de |f ′| sur [a, b], la fon
tion ω(ǫ) = Mǫ.5. La fon
tion f(x) =

√
x dé�nie sur I = [0, 10] admet un module d'uniforme 
ontinuité sur

[0, 10] : Il s'agit d'évaluer |√x−√
y| par une fon
tion de |x− y|. L'homogénéité du problème126



(i.e. la façon dont une telle inégalité varie lorsque l'on rempla
e x, y par t.x, t.y ave
 t unpetit paramètre positif suggère une majoration du type
|√x−√

y| ≤ C
√
|x− y|Nous prouvons que l'inégalité pré
édente ave
 C = 1 est vraie pour tous x, y ∈ [0,+∞[. Lafon
tion ω(ǫ) =

√
ǫ est don
 un module d'uniforme 
ontinuité pour √. sur [0, 10].Étudions d'abord le 
as y = 1. Soit h(x) = |√x − 1|/

√
|x− 1| pour x ≥ 0. Cette fon
tionpositive est de 
lasse C1 sur 
ha
un des intervalles I0 = ]0, 1[ et I+ = ]1,+∞[.Sur I0, h(x) = 1−√

x√
1−x

et don

h(x) =

1 − x

(1 +
√
x)
√

1 − x

=

√
1 − x

(1 +
√
x)

≤ 1De même, sur I+,
h(x) =

√
x− 1√
x− 1

=

√
x− 1√
x+ 1

≤ 1On a don
 que pour tout x ≥ 0, x 6= 1

|√x−
√

1| ≤ C
√
|x− 1|et la validité de 
ette inégalité pour x = 1 est évidente. Soit maintenant y > 0, on a, enappliquant le 
as pré
édent, que

|√x−√
y| =

√
y|
√
x

y
− 1|

≤ √
y

√
|x
y
− 1|

≤
√
|x− y|et �nalement 
ette inégalité est 
laire lorsque y = 0.Nous venons don
 de montrer que ω(ǫ =

√
ǫ est un module d'uniforme 
ontinuité pour lafon
tion √ sur l'intervalle [0,+∞[.6. Plus généralement, et 
'est un théorème di�
ile ( le Théorème de Heine), toute fon
tion
ontinue sur un intervalle fermé borné I = [a, b] y admet un module d'uniforme 
ontinuité.D'une manière générale, on ne peut trouver de formule très simple pour un tel moduled'uniforme 
ontinuité ω.Preuve du théorème sur les sommes de RiemannNous nous plaçons dans les notations du théorème 144 et soit ω un module d'uniforme 
ontinuitépour f sur [a, b]. Nous démontrons le théorème pour Sd

n, la preuve pour Sg
n étant similaire et nousremarquons que sa
hant que Sd

n et Sg
n 
onverge vers la même limite, leur moyenne, Tn 
onvergeaussi vers 
ette limite.Du fait de la relation de Chasles, on a

∫ b

a

f(t) dt =

n−1∑

k=0

∫ a+(k+1) b−a
n

a+k b−a
n

f(t) dt127



et don
 par inégalité triangulaire
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(t) dt− Sd
n

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑

k=0

∣∣∣∣∣

∫ a+(k+1) b−a
n

a+k b−a
n

f(t) dt− f(a+ k
b− a

n
).
b− a

n

∣∣∣∣∣Il s'agit de remarquer que
f(a+ k

b− a

n
).
b − a

n
=

∫ a+(k+1) b−a
n

a+k b−a
n

f(a+ k
b− a

n
) dtet don
 que

∣∣∣∣∣

∫ a+(k+1) b−a
n

a+k b−a
n

f(t) dt− f(a+ k
b− a

n
).
b− a

n

∣∣∣∣∣ ≤
∫ a+(k+1) b−a

n

a+k b−a
n

|f(t) − f(a+ k
b− a

n
)| dt

≤
∫ a+(k+1) b−a

n

a+k b−a
n

ω(
b− a

n
) dt

=
b− a

n
ω(
b− a

n
)On a utilisé i
i que

|f(t) − f(a+ k
b− a

n
)| ≤ ω(

b− a

n
)lorsque t ∈ [a+ k b−a

n
, a+ (k + 1) b−a

n

] 
ar alors
|t− (a+ k

b− a

n
)| ≤ b − a

net la fon
tion ω est 
roissante. En sommant 
es n inégalités pour k variant de 0 à n−1, on obtientque ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(t) dt− Sd
n

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)ω(
b − a

n
)Lorsque n→ ∞, le membre de gau
he de 
ette inégalité tend 
lairement vers 0, 
e qui a
hèvela démonstration3 et donne de plus une estimation de la vitesse de 
onvergen
e de Sd

n vers∫ b

a
f(t) dt.10.1.2 Intégrale d'une fon
tion 
ontinue par mor
eauxL'intégrale d'une fon
tion f positive et 
ontinue sur un segment [a, b] 
orrespond don
 à l'idéeque nous nous faisons de l'aire 
omprise entre le graphe de f et l'axe des abs
isses. Par ailleurs,la règle de Chasles, se traduit en 
es termes géométriques par le fait que l'aire de l'union de deux3Soit t0 = a < t1 < · · · < tn = b des points de [a, b] formant une subdivision T de l'intervalle [a, b] en nintervalles. Le pas de 
ette subdivision est par dé�nition le nombre hT = maxk=0,...,n−1 |tk+1 − tk |. Donnons nousaussi une famille de n réels, τ0, . . . , τn−1 ave
 τk ∈ [tk , tk+1]. La somme de Riemann asso
iée à la subdivision T ela famille (τ0, . . . , τn) est

ST =

n−1
X

k=0

f(τk)(tk+1 − tk). La démonstration pré
édente donne l'estimation
|ST −

Z b

a

f(t) dt| ≤ (b − a)ω(hT )et la 
onvergen
e vers R b
a

f(t) dt d'une suite de 
es sommes de Riemann asso
iées à une suite de subdivisions lorsquele pas des subdivisions tend vers 0. 128



formes géométriques dont l'interse
tion est un segment est égale à la somme des aires de 
ha
unede 
es formes géométriques.Si f est une fon
tion positive sur un segment [a, b], 
ontinue par mor
eaux4 L'aire 
ompriseentre le graphe et l'axe des abs
isses devrait alors être naturellement
n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f(t) dtSi f est une fon
tion 
ontinue par mor
eaux, quels que soient les valeurs positives ou négativesqu'elle peut prendre, nous dé�nissons
∫ b

a

f(t) dt =

n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f(t) dtoù a = t0 < t1 < · · · < tn = b, forme une subdivision asso
iée à f et ∫ tk+1

tk
f(t) dt est entendu
omme étant l'intégrale de tk à tk+1 de la fon
tion f̃ valant f sur ]tk, tk+1[, f̃(tk) = limt→t

+

k
f(t)et f̃(tk+1) = limt→t

−
k+1

f(t).La règle de Chasles montre que pour une fon
tion f 
ontinue par mor
eaux sur un intervalle
[a, b], la valeur de ∫ b

a
f(t) dt ne dépend pas de la subdivision asso
iée 
hoisie pour e�e
tuer le
al
ul5Pour 
al
uler e�e
tivement l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue par mor
eaux, il s'agit de dé
om-poser l'intervalle en sous intervalles sur lesquels f est 
ontinue et de 
al
uler 
ha
une des intégralessur 
es sous-intervalles.Les propositions 64, 65, 66, 68 et 69 sont en
ore valables dans le 
as de fon
tions f , g 
ontinuepar mor
eaux.Par 
ontre la proposition 67 est fausse dans 
e 
adre, elle devientProposition 146 Si a < b, f est positive ou nulle sur [a, b], f est 
ontinue par mor
eaux sur I,et ∫ b

a

f(t) dt = 0alors f est nulle sur [a, b] sauf peut-être en un nombre �ni de points6.Le théorème 144 
on
ernant les sommes de Riemann reste vrai pour les fon
tions 
ontinuespar mor
eaux. Sa preuve est 
ependant plus 
ompliquée dans 
e 
as7.10.2 Te
hniques de 
al
ulDans 
ette partie, nous essayons de donner des te
hniques permettant de 
al
uler, ou tout aumoins de simpli�er 
ertaines expressions intégrales. Nous nous plaçons dans le 
as où les fon
tionsà intégrer (les intégrandes) sont de forme spé
iale. Les méthodes utilisées sont essentiellementl'intégration par parties, le 
hangement de variable et naturellement la re
onnaissan
e visuelle dedérivées.4Par 
ela nous entendons, et 
'est une dé�nition, qu'il existe des points a = t0 < t1 < · · · < tn = b, formant unesubdivision asso
iée à f , tels que f est 
ontinue sur 
ha
un des intervalles ]tk, tk+1[, k variant de 0 à n − 1 etque f admet une limite à gau
he et à droite en 
ha
un des tk (droite en a, gau
he en b).5Remarquons que nous n'avons pas ex
lu des subdivisions asso
iées à f qui ne sont pas � é
onomiques �. Il n'ya par exemple au
une raison pour que les points tk d'une telle subdivision soient des points de dis
ontinuité de f ,par 
ontre, il doit être 
lair que tous les points de dis
ontinuité de f font partie des points de la subdivision.6qui sont points de dis
ontinuité de f7Il s'agit de séparer des intervalles sur lesquels f est 
ontinue des points de dis
ontinuité. Le traitement auvoisinage des points de dis
ontinuité utilise le fait que f est globalement bornée.129



10.2.1 Fra
tions rationnellesLe but de 
ette se
tion est de dé
rire une méthode permettant de 
al
uler l'intégrale d'une fra
-tion rationnelle ou une primitive d'une telle fon
tion sur un intervalle 
ontenu dans son ensemblede dé�nition.Cette te
hnique est basée sur deux faits :1. on peut dé
omposer toute fra
tion rationnelle en � éléments simples �2. on dispose de te
hniques permettant d'intégrer 
es éléments simples.A titre d'exemple préparatoire, nous présentons 
ette méthode pour le 
al
ul d'une primitivesur l'intervalle I = ]−1,+∞[ de
f(x) =

x

(x+ 1)(x2 + 1)

f est 
lairement 
ontinue sur l'intervalle I et l'on est don
 assurés de l'existen
e d'une telle pri-mitive. Nous 
her
hons i
i à en obtenir une formule expli
ite.On a, pour x ∈ I,
f(x) =

1

2

(
x+ 1

x2 + 1
− 1

x+ 1

) (10.1)
=

1

2

x

x2 + 1
+

1

2

1

x2 + 1
− 1

2

1

x+ 1
(10.2)On peut trouver fa
ilement une primitive pour 
ha
un des termes de 
ette somme et on en déduitqu'un primitive de f sur I est

1

4
ln(x2 + 1) +

1

2
arctanx− 1

2
ln(x+ 1)Dé
omposition en éléments simplesLe le
teur perplexe doit i
i se demander d'où sort la dé
omposition (10.2) qui fait le travaildemandé d'une façon aussi mira
uleuse, s'il est possible de trouver de telles dé
ompositions pourn'importe quelle fra
tion rationnelle. La réponse tient en le résultat suivant que nous admettons8.Dé�nition 147 Les éléments simples pour les fra
tions rationnelles sont les fon
tions de l'undes trois types suivants1. Les mon�mes, de la forme S(x) = λ.xn où λ est un réel non nul, n un entier naturel. Onprend la 
onvention usuelle que x0 est la fon
tion 
onstante égale à 1.2. Les éléments de première espè
e de la forme S(x) = α
(x+a)n où α est un réel non nul, b unréel quel
onque, n un entier naturel > 0.3. Les éléments de deuxième espè
e de la forme S(x) = β.x+γ

(x2+b.x+c)n où β, γ est un 
ouple deréels non nul, b, c deux réels quel
onques véri�ant b2 − 4c < 0, n un entier naturel > 0.Si S1 et S2 sont deux éléments simples et que, pour tout x de leur ensemble de dé�nition 
ommun,
S1(x) = S2(x) alors S1 et S2 sont du même type et leurs nombres 
ara
téristiques (λ, n pour lesmon�mes, α, a, n pour les éléments de première espè
e, β, γ, b, c, n pour 
eux de se
onde espè
e)sont égaux.Théorème 148 (Dé
omposition en éléments simples) Soit f = N

D
une fra
tion rationnelleave
 N et D deux fon
tions polynomiales, D n'étant pas identiquement nulle. Il existe alors ununique ensemble d'éléments simples {Sk(x), k = 1, . . . ,K} tel que

f(x) =

K∑

k=1

Sk(x)8et qui sera démontré dans le 
ours sur les polyn�mes et fra
tions rationnelles130



Exemples et Remarques1. Dans l'exemple introdu
tif, la famille des éléments simples asso
iés à f 
omporte deuxmembres
S1(x) =

− 1
2

x+ 1
et S2(x) =

1
2x+ 1

2

x2 + 1

S1 est de première espè
e ave
 n = 1, α = − 1
2 , a = 1 et S2 est de se
onde espè
e ave
 n = 1,

β = γ = 1
2 , b = 0 et c = 1. La partie uni
ité du théorème signi�e que si l'on dispose d'unensemble {S̃k(x), k = 1, . . . , K̃} d'éléments simples tels que

f(x) =
K̃∑

k=1

S̃k(x)pour tous x tels que l'expression pré
édente à un sens alors le nombre K̃ de 
es élémentssimples vaut 2, et, quitte à renuméroter,
S1(x) = S̃1(x) et S2(x) = S̃2(x).2. Pour mener à bien une dé
omposition d'une fra
tion f = N

D
, nous pouvons ajouter lespré
isions suivantes(a) Si le degré de N est inférieur au degré de D, il n'y aura au
un mon�me dans la dé
om-position en éléments simples de f . On peut toujours se ramener à 
e 
as en e�e
tuantune division Eu
lidienne de N par D. Par exemple, si

N(x) = x4 − x3 − x2 − 2 et D(x) = 1 + x+ x2 + x3 = (x+ 1)(x2 + 1),en e�e
tuant la dite division Eu
lidienne, on obtient
N(x) = (x − 2)D(x) + xet don


f(x) = x− 2 +
x

(x+ 1)(x2 + 1)Comme nous avons déjà e�e
tué la dé
omposition en éléments simples de 
ette dernièrefra
tion, on obtient alors la dé
omposition de f
f(x) = x− 2 +

− 1
2

x+ 1
+

1
2x+ 1

2

x2 + 1(b) Si le degré de N est inférieur au degré de D et si D est sous forme fa
torisée
D(x) = Pn1

1 . . . PnK

K .Qm1

1 . . . QmL

Lave
 la 
onvention usuelle que si l'entier K (resp. L) vaut 0, il n'y a au
un polyn�mede type P (resp. Q) oùi. les K polyn�mes Pk (tous distin
ts) sont de la forme
Pk(x) = x+ akpour un 
ertain réel akii. les L polyn�mes Qℓ (tous distin
ts) sont de la forme

Qℓ(x) = x2 + bℓ.x+ cℓpour 
ertains réels bℓ, cℓ véri�ant b2ℓ − 4cℓ < 0iii. les entiers naturels nk, mℓ sont tous > 0.131



alorsi. les éléments simples de première espè
e de la dé
omposition de f sont de la forme
S1,k,n(x) =

αk,n

Pk(x)npour des réels αk,n 6= 0 et 
ertains exposants n > 0, inférieurs à nk.Il y a don
 au plus n1.n2. . . . .nK tels éléments simples.ii. les éléments simples de se
onde espè
e de la dé
omposition de f sont de la forme
S2,k,n(x) =

βℓ,n.x+ γℓ,n

Qℓ(x)npour des 
ouples de réels (βℓ,n, γℓ,n) 6= 0 et 
ertains exposants n > 0, inférieurs à
mℓ. Il y a don
 au plus m1.m2. . . . .mℓ tels éléments simples.3. Dans notre exemple introdu
tif, N(x) = x et D(x) = (x+ 1)︸ ︷︷ ︸

P1(x)n1

(x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
Q1(x)m1

et don
 la dé
omposi-tion de f relève du point pré
édent. Nous savons don
 que a priori, il existe des réels α1, β1et γ1 tels que
f(x) =

α1

P1(x)
+
β1.x+ γ1

Q1(x)Il ne reste plus qu'à faire un travail d'identi�
ation9 de 
es 
oe�
ients pour nous permettrede retrouver la dé
omposition de l'introdu
tion.4. Exer
i
e résolu. Donner la forme de la dé
omposition en éléments simples de
f(x) =

x2 + 3

x(x+ 1)3(1 + x2)2On a f(x) = N(x)
D(x) ave
 N(x) = x2 + 3 et D(x) = x(x + 1)3(1 + x2)2 Cette dé
ompositionrelève du 
as dé
rit pré
édemment et l'on peut dire qu'il existe des réels α1, α2,1, α2,2, α2,3,

β1,1, γ1,1, β1,2, γ1,2 tels que
f(x) =

α1

x
+

α2,1

x+ 1
+

α2,2

(x+ 1)2
+

α2,3

(x + 1)3
+
β1,1.x+ γ1,1

1 + x2
+
β1,2.x+ γ1,2

(1 + x2)2Il s'agirait maintenant d'identi�er 
es 8 
oe�
ients. Si nous mettions au même dénominateurle membre de droite et identi�ions le numérateur (qui sera de degré ≤ 7) ainsi obtenu ave
 lenumérateur du membre de gau
he, nous aurions alors à résoudre un système de 8 équationslinéaires à 8 in
onnues10On trouve
f(x) =

3

x
+

− 15
4

x+ 1
+

− 5
2

(x+ 1)2
+

−1

(x+ 1)3
+

3
4 .x− 5

4

1 + x2
+

1
2x− 1

2

(1 + x2)25. Toute fra
tion rationnelle peut, au moins théoriquement, se mettre sous la forme traitéepré
édemment : il su�t pour 
ela de fa
toriser le dénominateur en utilisant la 
onnaissan
edes ra
ines réelles et 
omplexes 
onjuguées de 
e polyn�me. Par exemple, nous avons
1

1 + x4
=

1

(x− ei π
4 )(x − ei 3π

4 )(x − ei 5π
4 )(x − ei 7π

4 )

=
1

(x− ei π
4 )(x − ei 3π

4 )(x − e−i 3π
4 )(x − e−i π

4 )

=
1

(1 +
√

2x+ x2)(1 −
√

2x+ x2)9Dans 
e 
as pré
is, en réduisant le membre de droite au même dénominateur et en identi�ant les 
oe�
ientsdu numérateur, on obtient que α1 + γ1 = 0, β1 + γ1 = 1 et α1 + β1 = 010L'auteur 
onçoit peu de demander un tel e�ort à de pauvres étudiants et il est 
ons
ient qu'un tel problèmedevrait se résoudre en moins de 10mn ave
 une ma
hine...132



La dé
omposition en éléments simples de 
ette fra
tion est don
 de la forme
1

1 + x4
=

β+.x+ γ+

1 +
√

2x+ x2
+

β−.x+ γ−

1 −
√

2x+ x2Il y a don
 quatre 
oe�
ients à trouver. Nous pouvons réduire le nombre de 
es 
oe�
ientspar la remarque que la fon
tion à gau
he est paire et l'on a don

1

1 + x4
=

1

1 + (−x)4

=
−β+.x+ γ+

1 −
√

2x+ x2
+

−β−.x+ γ−

1 +
√

2x+ x2et l'on don
 une � autre � dé
omposition de 1
1+x4 en éléments simples. Comme nous savonsque 
ette dé
omposition est unique, on en déduit que

β− = −β + et γ− = γ+Nous n'avons don
 plus que deux in
onnues
1

1 + x4
=

β+.x+ γ+

1 +
√

2x+ x2
+

−β+.x+ γ+

1 −
√

2x+ x2

=
(β+.x+ γ+)(1 −

√
2x+ x2) + (−β+.x+ γ+)(1 +

√
2x+ x2)

1 + x4

=
β+.x.(−2

√
2x) + 2γ+(1 + x2)

1 + x4

=
2(−

√
2β+ + γ+)x2 + 2γ+

1 + x4et don
 γ+ = 1
2 = γ−, β+ = 1

2
√

2
= −β− et �nalement

1

1 + x4
=

1

2
√

2

x+
√

2

1 +
√

2x+ x2
+

1

2
√

2

−x+
√

2

1 −
√

2x+ x2Intégration des éléments simplesMon�mes et éléments de première espè
e Ces éléments ne posent guère de problèmes :nous savons 
omment1. 
al
uler une primitive d'un mon�me f(x) = λ.xn par la formule F (x) = λ
n+1x

n+12. 
al
uler une primitive d'un élément de première espè
e S1(x) = α
(x+a)n par l'une des formules

α ln |x+ a| si n = 1 ou α

1 − n

1

(x+ a)n−1
si n > 1et don
 nous savons, dans tous les 
as, 
al
uler une primitive d'un élément simple ou d'unmon�me.Éléments de deuxième espè
e On peut aussi donner des formules pour les primitives deséléments de deuxième espè
e mais il y a plus de 
al
uls que dans le 
as pré
édent.1. Il s'agit d'abord de se rendre 
ompte11 que pour 
al
uler une primitive d'un élément simpledu type

β.x+ γ

(x2 + b.x+ c)n11Voi
i la justi�
ation de 
ette assertion, il faut en tirer les 
on
lusions que l'on se sert de la mise sous forme
anonique d'un trin�me de dis
riminant négatif et de la formule du 
hangement de variables. Une primitive de133



ave
 ∆ = b2 − 4c < 0, il su�t de savoir 
al
uler des primitives de
S2,0,n =

1

(1 + x2)n
et S2,1,n =

x

(1 + x2)n2. Une primitive de S2,1,n = x
(1+x2)n est donnée par l'une des formules

1

2
ln |x2 + 1| si n = 1 ou − 1

2(n− 1)

1

(x2 + 1)n−1
si n > 13. Il s'agit maintenant de montrer que l'on peut toujours donner une formule élémentaire pourune primitive de S2,0,n = 1

(1+x2)n . Notons
Σn(x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)n
dtla primitive de S2,0,n s'annulant en 0.(a) Le 
as n = 1 est bien 
onnu, on a Σ1(x) = arctan(x).(b) Les 
as n > 1 se 
al
ulent par ré
urren
e sur n. On a

Σn(x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)n
dt

=

∫ x

0

1 + t2

(1 + t2)n
dt−

∫ x

0

t2

(1 + t2)n
dt (Astu
e !)

= Σn−1(x) −
∫ x

0

t
t

(1 + t2)n
dtipp

= Σn−1(x) + [t
1

2(n− 1)

1

(1 + t2)n−1
]x0 − 1

2(n− 1)

∫ x

0

1

(1 + t2)n−1
dt

=
2n− 3

2n− 2
Σn−1(x) +

1

2(n− 1)

x

(1 + x2)n−14. Nous venons don
 de montrer, quitte à faire des 
al
uls d'une 
ertaine 
omplexité, que l'onpeut toujours donner une formule pour une primitive d'un élément simple de se
onde espè
e.Faire un de 
es 
al
uls à la main peut s'avérer hasardeux mais il est 
lair que les mé
anismesprésentés peuvent s'implémenter en ma
hine.
β.x+γ

(x2+b.x+c)n (
ar 
ette fon
tion est 
ontinue sur R, le dénominateur ne s'annulant jamais) est
Z x

0

β.u + γ

(u2 + b.u + c)n
duOn a, par la méthode bien 
onnue de mise sous forme 
anonique d'un trin�me, que

u2 + b.u + c = (u +
b

2
)2 +

−∆

4
=

−∆

4

 

„

2u + b√
−∆

«2

+ 1

!et don
,
Z x

0

β.u + γ

(u2 + b.u + c)n
du =

1
“

−∆
4

”n

Z x

0

β.u + γ
„

“

2u+b√
−∆

”2
+ 1

«n du

=
1

“

−∆
4

”n

Z x

0

β.
√

−∆
2

“

2u+b√
−∆

”

+ γ −
√
−∆
2

b
„

“

2u+b√
−∆

”2
+ 1

«n du

t= 2u+b√
−∆

=

Z 2x+b√
−∆

b√
−∆

β′.t + γ′

(1 + t2)n
dtpour 
ertaines 
onstantes β′ et γ′ dont l'expression fait intervenir β, γ, b et √−∆. La 
ontinuation du 
al
ul dépendalors de la 
onnaissan
e de primitives de 1

(1+t2)n et t
(1+t2)n134



5. Exer
i
e résolu. Donner une primitive sur R de
1

(1 + x2)2On a
∫ x

0

1

(1 + t2)2
dt =

∫ x

0

1 + t2

(1 + t2)2
dt−

∫ x

0

t
t

(1 + t2)2
dt

= arctanx−
[
[−t.1

2

1

1 + t2
]t=x
t=0 +

1

2

∫ x

0

1

1 + t2
dt

]

=
1

2
arctanx− 1

2

x

1 + x26. Exer
i
e résolu. Donner une primitive sur R de
1

1 + x4et déterminer
lim

x→∞

∫ x

0

dt

1 + t4Grâ
e à la dé
omposition en éléments simple que nous avons donnée de 1
1+x4 , on voit qu'ilsu�t de 
al
uler une primitive S(x) de

x+
√

2

x2 +
√

2x+ 1La dérivée du dénominateur est 2.x+
√

2, en é
rivant
x+

√
2

x2 +
√

2x+ 1
=

1

2

2x+
√

2

x2 +
√

2x+ 1
+

√
2

2

1

x2 +
√

2x+ 1Cal
ulons
∫ x

0

1

t2 +
√

2t+ 1
dt =

∫ x

0

1

(t+
√

2
2 )2 + 1

2

dt

= 2

∫ x

0

1

(
√

2t+ 1)2 + 1
dt

u=
√

2t+1
=

√
22

∫ √
2x+1

1

1

u2 + 1
du

=
√

2 arctan(
√

2x+ 1) −
√

2 arctan(1)Une primitive sur R de x+
√

2

x2 +
√

2x+ 1
est don


S(x) =
1

2
ln(x2 +

√
2x+ 1) +

1

2
arctan(

√
2x+ 1)Une primitive sur R de −x+

√
2

x2 −
√

2x+ 1
est don


S̃(x) = −1

2
ln(x2 −

√
2x+ 1) − 1

2
arctan(−

√
2x+ 1)135



Finalement, une primitive de 1

1 + x4
est 1

2
√

2
(S(x) + S̃(x)) 
'est-à-dire

1

4
√

2

(
ln(x2 +

√
2x+ 1) − ln(x2 −

√
2x+ 1) + arctan(

√
2x+ 1) − arctan(−

√
2x+ 1)

)On a don

∫ x

0

dt

1 + t4
=

1

4
√

2

(
ln

(
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√

2x+ 1

)
+ arctan(

√
2x+ 1) − arctan(−

√
2x+ 1)

)Lorsque x→ ∞, le ln de l'expression pré
édente tend vers 0, la première arctan tend vers π
2et la se
onde vers −π

2 . On en déduit que
lim

x→∞

∫ x

0

dt

1 + t4
=

π

4
√

210.2.2 Polyn�mes et fra
tions rationnelles en cos et sinPolyn�mes en cos et sinUn polyn�me en cos et sin (ou polyn�me trigonométrique) est une fon
tion de la forme
f(x) =

∑

k,ℓ≥0

ak,ℓ cosk x sinℓ xNotre but est de dé
rire plusieurs te
hniques permettant de 
al
uler une intégrale (et don
 uneprimitive d'une telle fon
tion). On voit rapidement, par linéarité, qu'il su�t de savoir 
al
ulerl'intégrale d'une fon
tion du type cosk x sinℓ x. Plusieurs te
hniques s'o�rent à nous, que l'on peutévidemment 
ombiner1. La linéarisation d'une expression trigonométrique2. des 
hangements de variables3. des intégrations par parties astu
ieuses.Linéarisation Le prin
ipe de la linéarisation d'un polyn�me trigonométrique est basé sur le faitsuivant : étant donnée une expression du type cosk x sinℓ x ave
 k, ℓ ≥ 0, on peut la transformeren une 
ombinaison linéaire de fon
tions du type cosλx et sinµx ave
 0 ≤ λ, µ ≤ k + ℓ12 Il estalors fa
ile de déterminer une primitive d'une telle fon
tion13.Les outils de base pour e�e
tuer 
ette transformation sont les formules d'Euler et le bin�mede Newton et né
essitent don
 de passer en 
omplexes.
cosx =

1

2
(eix + e−ix)

sinx =
1

2i
(eix − e−ix)12Ce pro
édé est une illustration élémentaire du fait bien 
onnu en physique qu'une fon
tion 2π- périodiques'exprime 
omme 
ombinaison linéaire de telles fon
tions.13Si µ > 0, λ > 0, une primitive de cos µx est 1

µ
sin µx et une primitive de sinλx est − 1

λ
cos λx136



Utilisons 
e prin
ipe pour retrouver les formules de l'angle double du cos. On a
cos2 x =

(
1

2
((eix + e−ix))

)2

=
1

4

(
eix + e−ix

)2

=
1

4

(
ei2x + e−i2x + 2eixe−ix

)

=
1

2
cos 2x+

1

2Une primitive de cos2 est don
 1
2x+ 1

4 sin 2x.De même,
sin2 x =

(
1

2i
((eix − e−ix))

)2

= −1

4

(
eix − e−ix

)2

= −1

4

(
ei2x + e−i2x − 2

)

= −1

2
cos 2x+

1

2Une primitive de sin2 est don
 1
2x− 1

4 sin 2x.Exer
i
e résolu. Linéariser cos3 x sin2 et en donner une primitive.On a
cos3 x sin2 x = − 1

32
(eix + e−ix)3.(eix − e−ix)2

= − 1

32
(ei3x + 3eix + 3e−ix + e−i3x)(ei2x + e−i2x − 2)

= − 1

32

(
ei5x + 3ei3x) + 3eix + e−ix

eix + 3e−ix + 3e−i3x + e−i5x

−2ei3x − 6eix − 6e−ix − 2e−i3x
)

= − 1

16
(cos 5x+ 3 cos 3x+ 3 cosx+ cosx

−2 cos 3x− 6 cosx)

= − 1

16
(cos 5x+ cos 3x− 2 cosx)Une primitive en est don


− 1

80
sin 5x− 1

48
sin 3x+

1

8
sinxChangement de variables Dans 
ertain 
as, notamment lorsque k et ℓ sont de di�érentesparités, il peut être astu
ieux de remarquer que sin2 = 1 − cos2 et de faire un 
hangement devariable u = cosx ou u = sinx.Par exemple, supposons que le problème est de 
al
uler

I =

∫ π
2

0

cos3 x sin2 x dx137



On a cos3 x = cos2 x cosx = (1 − sin2 x) cosx et don

I =

∫ π
2

0

(1 − sin2 x) sin2 x cosx dx

=

u = sinx, du = cosx.dx

∫ 1

0

(1 − u2)u2 du

=

∫ 1

0

u2 − u4 du

=
1

3
− 1

5
=

2

15Notons que la primitive 
al
ulée pré
édemment nous donne pour I
I =

1

8
+

1

48
− 1

80
=

32

240
=

2

15Fra
tions rationnelles en cos et sinL'objet de 
ette partie est de dé
rire une te
hnique pour 
al
uler intégrales et primitives defon
tions du type f(x) = N(x)
D(x) où N(x) et D(x) sont deux polyn�mes trigonométriques du typede la partie pré
édente. Les 
al
uls se déroulent bien évidemment sur un intervalle ou la fon
tion

D(x) ne s'annule pas.On peut toujours se ramener pour 
es fon
tions au 
al
ul d'une intégrale d'une fra
tion ration-nelle en e�e
tuant le 
hangement de variable t = tan x
2 .En e�et, on a alors les formules

cosx =
1 − t2

1 + t2

sinx =
2t

1 + t2

dx =
2

1 + t2
dtOn ne peut évidemment e�e
tuer 
e 
hangement de variable que sur un intervalle fermé où tan x

2est bien dé�nie et, si l'intervalle donné ne possède pas 
ette 
ara
téristique, il faudra alors 
ouperen mor
eaux.D'autres 
hangements de variables du type t = sinx, t = cosx ou t = tanx peuvent être plusintéressants que 
elui-
i, malheureusement 
eux-
i ne fon
tionne pas à tous les 
oups14.Exemples et Remarques1. Exer
i
e résolu. Cal
uler ∫ π
4

0
dx

cos x
.Cette intégrale est bien dé�nie 
ar cosx ne s'annule lorsque x dé
rit [0, π

2

]. La fon
tion tanx
2est bien dé�nie sur 
et intervalle et l'on a don
, par le 
hangement de variable t = tan x

2 ,
I =

∫ π
4

0

dx

cosx

= 2

∫ tan π
8

0

1

1 + t2
(1 + t2).

1
1−t2

1+t2

= 2

∫ tan π
8

0

1

1 − t2
dt14On dispose d'un 
ritère pour avoir qu'un tel 
hangement de variable va fon
tionner ou pas : il s'agit des règlesde Bio
he et le le
teur intéressé pourra se reporter à l'un des ouvrages où 
elles-
i sont dé
rites138



Il s'agit maintenant d'évaluer 
ette intégrale de fra
tion rationnelle. On a
1

1 − t2
=

1

2

1

1 − t
+

1

2

1

1 + t

2

∫ tan π
8

0

1

1 − t2
dt =

[
ln

1 + t

1 − t

]tan π
8

0et don

I =

1 + tan π
8

1 − tan π
8Si l'on suit une autre méthode, on a

I =

∫ π
4

0

dx

cosx

=

∫ π
4

0

cosx dx

cos2 x

=

∫ π
4

0

cosx dx

1 − sin2 xOn peut don
 poser naturellement u = sinx pour obtenir que
I =

∫ sin π
4

0

dt

1 − t2
=

1

2
ln

1 + sin π
4

1 − sin π
4

=
1

2
ln

2 −
√

2

2 +
√

2Les deux réponses sont é
rites di�éremment mais désignent bien évidemment le mêmenombre. En e�et, si α = tan π
8 , on a

1 + sin
π

4
= 1 +

2α

1 + α2
=

(1 + α)2

1 + α2

1 − sin
π

4
= 1 − 2α

1 + α2
=

(1 − α)2

1 + α2

ln
1 + sin π

4

1 − sin π
4

= ln
(1 + α)2

(1 − α)2
= 2 ln

1 + α

1 − αNotons que l'un ou l'autre de 
es 
hangements de variables permettent de 
al
uler uneprimitive de 1
cos x

sur l'intervalle I =
]
−π

2 ,+
π
2

[. En e�et, on a, pour x ∈ I,
F (x) =

∫ x

0

1

cosu
du

t=sin u
=

∫ sin x

0

1

1 − t2
dt

=
1

2

[
ln

1 + t

1 − t

]t=sin x

t=0

=
1

2
ln

1 + sinx

1 − sinx

= ln
sin(x

2 + π
4 )

cos(x
2 + π

4 )

= ln tan(
x

2
+
π

4
)139



Pour les dernières égalités, qui sont les formules 
lassiques que l'on peut trouver dans 
er-taines tables de primitives, on a utilisé le fait que sinx = − cos(x + π
2 ) et don
, par lesformules de l'angle double

1 + sinx = 1 − cos(x+
π

2
) = 2 sin2(

x

2
+
π

4
)

1 − sinx = 1 + cos(x+
π

2
) = 2 cos2(

x

2
+
π

4
)et de plus, le fait que

sin(x
2 + π

4 )

cos(x
2 + π

4 )
> 0
ar lorsque x dé
rit ]−π

2 ,+
π
2

[, x
2 + π

4 dé
rit ]0, π
2

[.2. Pour illustrer le fait que le 
hangement de variable doit être bien dé�ni sur tout l'inter-valle d'intégration, nous allons observer 
e que donne l'évaluation, par 
ette méthode de
hangement de variable de
I =

∫ 4 π
3

2 π
3

dx

1 + sinxCette intégrale est bien dé�nie 
ar 1 + sinx est 
ontinue est ne s'annule pas sur l'intervalle[
2π

3 , 4
π
3

].On a, en menant le 
al
ul 
omme d'habitude et sans pré
autions, 
'est-à-dire en posant
t = tan x

2 , dx = 2
1+t2

dt, sinx = 2t
1+t2

, que
I = 2

∫ t=tan 2 π
3

t=tan π
3

dt

(1 + t)2Le prin
ipal problème de 
e résultat est que l'intégrale de droite n'est tout simplement pasdé�nie : tan π
3 =

√
3 et tan 2π

3 = −
√

3, l'intervalle d'intégration 
ontient don
 le point
t0 = −1 en lequel la fon
tion 1

(1+t)2 n'est pas dé�nie.Le problème vient de 
e que, lorsque, x dé
rit l'intervalle [2π
3 , 4

π
3

], x � passe � par la valeur
π pour laquelle tan x

2 n'est pas dé�nie.Pour répondre 
orre
tement à la question, nous 
her
hons par 
ette méthode de 
al
ul, uneprimitive de 1
1+sin x

sur l'intervalle en question. Cher
hons tout d'abord une primitive de
ette fon
tion sur l'intervalle [2π
3 , π

[. Soit don
 x dans 
et intervalle et 
al
ulons
F (x) =

∫ x

2 π
3

1

1 + sinu
du

= 2

∫ tan x
2

tan π
3

dt

(1 + t)2

= −2

[
1

1 + t

]t=tan x
2

t=tan π
3

= −2
1

1 + tan x
2

+ CComme on pouvait s'y attendre, 
ette formule n'a pas grand sens pour x = π. Simpli�onsdon
 l'expression de F (x) (on oublie la 
onstante C, on 
her
he une primitive !). On a
F (x) = −2

cos x
2

cos x
2 + sin x

2

= −2
cos x

2√
2 sin(x

2 + π
4 )140



Ce qui est étonnant ave
 l'une ou l'autre de 
es formules, 
'est que non seulement elle donneune primitive de 1
1+sin x

sur l'intervalle [2π
3 , π

[mais aussi qu'elle dé�nit une fon
tion (que l'onappelle en
ore F ) dont le domaine de dé�nition 
ontient ]−π
2 ,+

3π
2

[, i.e l'un des intervallesles plus larges possibles sur lequel 1
1+sin x

est dé�nie, 
ontinue. Il s'avère, en le véri�ant pardérivation simple, que F (x) est primitive de 1
1+sin x

sur 
et intervalle.Notre intégrale I vaut don

I =

[
−
√

2
cos x

2

sin(x
2 + π

4 )

]4 π
3

2 π
3

= −2

(
1

1 −
√

3
− 1√

3 + 1

)
= 2

√
3On pourrait être tenté de 
on
lure que l'erreur que nous avons faite lors du premier 
al
ulde I est transparente : le 
hangement de variable n'est pas autorisé et l'on aboutit à uneintégrale qui n'est pas dé�nie. Les 
hoses sont en fait un peu plus subtiles que le montre letraitement similaire de

J =

∫ 4 π
3

2 π
3

cos2 x

1 + sinx
dxEn remarquant que cos2 x = 1 − sin2, on a que

J =

∫ 4 π
3

2 π
3

1 − sinx dx =
2π

3Si on mène le 
al
ul en posant t = tan x
2 , dx = 2

1+t2
dt, sinx = 2t

1+t2
et cosx = 1−t2

1+t2
et don


cos2 x

1 + sinx
=

(1 − t2)2

(1 + t2)(1 + t)2
=

(1 − t)2

(1 + t2)

J = 2

∫ t=tan 2 π
3

t=tan π
3

(1 − t)2

(1 + t2)2
dtLe prin
ipal problème de 
e résultat est que l'intégrale de droite, qui est tout à fait biendé�nie, est stri
tement négative (la fon
tion à intégrer est 
ontinue, positive, non nulle et

tan 2π
3 = −

√
3 < tan π

3 =
√

3)15 alors que J doit être 
lairement positif.Là en
ore, le problème vient de 
e que, lorsque, x dé
rit l'intervalle [2π
3 , 4

π
3

], x � passe � parla valeur π pour laquelle tan x
2 n'est pas dé�nie.

15Le membre de droite vaut
2

Z −
√

3

√
3

1

1 + t2
− 2t

(1 + t2)2
dt = 2[arctan t]−

√
3√

3
+ 2[

1

1 + t2
]−

√
3√

3
= −4π
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