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(L—a)"

Exercice 2.1.— Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z) = T
‘ern

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1].
2. Expliquer pourquoi il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur [0, 1].
3. Soit a > 0. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur [a, 1].
Exercice 2.2.— Soit (f)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, 2] par
fn(z) = n?x(1 —2)".
1. Dresser le tableau de variations de f,,. On discutera en fonction de la parité de n.

1
. Calculer I, :/ fn(z)dz.
0

. Etudier la convergence simple et uniforme de (f,,) sur [0, 1].

[\

=~ W

. Montrer que pour tout a €]0, 1], la suite (f,,) converge uniformément sur [a,2 — a].

Exercice 2.3.— Soit (fy,)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, +o00[ par

nxr

Fol®) = 1+ nxe_w’

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur [0, +00[.
2. Y a-t-il convergence uniforme sur [0, +o00[? Sur [a,4+o00[ avec a > 07

3. Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur ]0, +ool.

A
4. Soit A > 0. Calculer la limite de / fn(t)dt quand n — +00. On pourra pour cela d’abord
0

A
chercher a calculer lim / fa(t) — f(t)dt.
n—-+oo 0

+o0o
5. Déterminer la limite de / fn(t)dt quand n — +o0.
0

Exercice 2.4.— Soit (P,) une suite de polynémes, qui converge uniformément sur R vers une
fonction f.

1. Que dit le critére de Cauchy uniforme pour la suite (B,)?
2. Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout n > N, le polynoéme P, — Py est borné.

3. En déduire qu'il existe une suite (a,,) de réels tels que, pour tout n > N, P,(z) = Py(x)+ay
pour tout xz € R.

4. Montrer que la suite (a,) converge. Notant a sa limite, montrer que f(x) = Py(z) + a.

5. Que peut-on en déduire sur la nature de la fonction f 7



Exercice 2.5.— Soit (f,) la suite de fonctions définies sur Rt par f,(z) = z"(1 — z). On
s’intéresse a la série de terme général f,.

1. En utilisant le critere de D’Alembert, montrer que la série ) -, f, converge simplement
sur [0, 1], et qu’elle diverge en dehors de cet intervalle. B

2. Calculer la somme S de cette série de fonctions.

3. Comparer S(1) et lim,_,;- S(z). Que peut-on en déduire ?

4. Montrer que cette série de fonctions converge uniformément sur [0, a] pour tout 0 < a < 1.
xn xn-&-l

Exercice 2.6.— On s’intéresse a la série de fonctions E fn, avec fr(z) = — — 1
n o n
n>1

1. En étudiant la suite de ses sommes partielles, montrer que cette série converge uniformément
sur [—1,1].

2. Calculer la borne supérieure de f,, sur [0, 1]. La série peut-elle étre normalement convergente
sur [0,1] 7

3. Méme question sur [—1,0]. On pourra étudier la fonction g, = (—1)™ f,.
2

2 + n?

1. Montrer que la série de fonctions ), -, f, converge simplement sur [0, 4o0].

Exercice 2.7.— Pour n > 1, on pose f,(z) =

2. Calculer la dérivée de f,. Montrer alors que la série ne peut pas converger normalement sur
[0, +o0l.

3. Montrer que si une série de fonctions -, f, converge uniformément sur I, alors || f || 7,00 —
0 quand n — +o0. On pourra introduire les fonctions Ry, (z) =3 5, fp().

4. En déduire que cette série ne converge pas uniformément sur [0, +o0].

xa

x2 + n?
gence simple et la convergence normale de la série de fonctions ), - gn sur [0, +ocol.

5. Pour a > 0, on pose g, (z) = -. En vous aidant de ce qui précede, étudier la conver-

6. Montrer que pour o € [1,2[, la série ), -, gn ne converge pas uniformément sur R. On
pourra minorer R, (x) par R, (z) — Rany1(2).

7. Montrer néanmoins que pour tout o > 1, la série ) -, g, converge uniformément sur tout
compact [a,b] C RT.

cos(nx)

Exercice 2.8.— Montrer que la fonction f(z) = Z 373
n

n>1

est définie et continue sur R.

Exercice 2.9.— Soit f, : R — R la fonction définie par f,(z) = +(cosx)" sin(nx), pour n > 1.
On étudie la série de fonctions de terme général f,.
1. Montrer quil suffit d’étudier cette série de fonctions sur [0, T].
2. Montrer que la série converge simplement sur R. On note désormais S sa somme
3. Montrer que f},(z) = (cosz)" ! cos((n+1)z), et que la série de fonctions Y -, f/ converge
normalement sur [a, 5] pour tout a €]0, 5[. Que peut-on en déduire pour S?

4. Que vaut Re ", -, (cos(x)e®)" ™! ? En déduire une expression simple pour S’(z), puis pour

S(x).



Quelques exercices supplémentaires, plus théoriques et/ou difficiles :

Exercice 2.10.— Soit, pour n € N, la fonction f,, définie sur R par : f,(z) = (1 —z/n)" si
x €[0,n] et fn(x) =0 siz > n. Etudier le mode de convergence de (fy,).

Exercice 2.11.— Soit (f,,) une suite de fonctions réelles continues et définies sur [a, b]. On suppose

que f, converge uniformément vers une fonction f. Montrer que [mlf] fn— [mg] f.
a, a,

Exercice 2.12.— Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions uniformément continues
d’un intervalle I de R vers R est elle-méme une fonction uniformément continue.

Exercice 2.13.— Soient I un intervalle ouvert et, pour n € N, f, : I — R une fonction convexe.
On suppose que (f,) converge simplement sur I. Montrer que (f,) converge uniformément sur
tout segment inclus dans I.

Exercice 2.14.—Théoreme de Dini

Soient des fonctions f, : [a,b] — R continues telles que la suite de fonctions (f,,) converge sim-
plement vers la fonction nulle. On suppose que pour tout x € [a,b], la suite réelle (f,(x)) est
décroissante et 1'on désire montrer que la convergence de la suite (f,,) est uniforme.

a) Justifier que pour tout n € N, il existe z,, € [a,b] tel que || fp||,, = fn(zn) ainsi que I'existence

de lim ||full -

b) En observant que fy,(z,) < fp(z,) pour tout p < n, montrer que || f, ||, — 0 et conclure.

Exercice 2.15.— On note E I'ensemble des fonctions f : [0,1] — RT continues et on pose
O(f)(x) = fOI \/ f(t)dt pour f € E. Définissons (f,)nen par fo=1letVn € N, f,11=2(fn).
a) Etudier la suite (f,,).

b) Soit f = lim f,,. Trouver une équation différentielle dont f est solution. Y a-t-il unicité de la
solution nulle en 07

Exercice 2.16.— Soient a € R et, pour n € N, u,, : € [0,1] = n®2"(1 —x) € R. Etudier le
mode convergence de la suite de fonctions (u,,), puis de la série de fonctions > w,,.

Exercice 2.17.— Soient f € C°([0,1],R) et f,, : [0,1] — R définie par f,(z) = 2™ f(z).
a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite de fonctions (f,,) converge
uniformément sur [0, 1].

b) Montrer que la série de fonctions Y. f,, converge uniformément sur [0,1] ssi f(1) = 0 et f
dérivable en 1 avec f'(1) = 0.

Exercice 2.18.— Soient (a,) et (z,,) des suites réelles telles que a, > 0 pour tout n € N et la

—+oo

série > ap, (1 + |xy,|) converge. On note f: R = R, z— Y a, |z — zp].
n=0

Ot1 la fonction f est-elle définie, continue, dérivable, C! ?

Exercice 2.19.— Soient U I’ensemble des complexes de module 1 et w € C\ U. Déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour que la fonction z — ﬁ soit limite uniforme sur U d’une
suite de fonctions polynomiales.



