CENTRALE
LYON

Année 2026-2027

S7 — Outils mathématiques avancés

TD 1 : Théorie de la mesure

Exercice 1. Soit (€2, F, 1) un espace mesuré, A, B € F. Montrer les propriétés suivantes :
1. Si A C B alors pu(A) < p(B) et u(B\A) = u(B) — p(A) si p(A) < +o0.

2. Si u(ANB) < 400, alors (AU B) = pu(A) + u(B) — u(AN B).

3. Pour toute famille dénombrable (A;)nen C F,

,u (U An> < Z w(Ay). (o — sous-additivité)

neN neN

Exercice 2. Montrer que si une mesure finie p sur (Z, P(Z)) est invariante par translation,
alors elle est nulle.

Exercice 3. On définit 7 comme la tribu engendrée par les parties finies de R.
1. Donner une description explicite de 7.
2. Comparer T et B(R).

Exercice 4. TRIBU COMPLETEE, MESURE COMPLETEE. Soit (€2, F, ) un espace mesuré.
Une partie N € P(£2) est dite u-négligeable s’il existe A € F tel que

NCA et p(A)=0.

On note N I'ensemble des parties p-négligeable de et F = o(F UN).
1. Montrer que toute union dénombrable de négligeables est négligeable.
2. Montrer que

F={AUN| AeF, NeN}.

3. Montrer que la mesure p s’étend de maniére unique sur F.

Exercice 5. Montrer que la tribu borélienne sur R est engendrée par les intervalles de la
formes | — oo, z] :

B(R) = o ({] — 00, ] | z € R})

Exercice 6. On note X := {{0,1},[0,1]} C P(R).
1. Calculer F := o(X) la tribu engendrée par X sur R.



2. Montrer qu’il existe une unique mesure p sur F telle que
n({0,1}) =0, wu(0,1]) =1, pu(R) = +oo.

3. Quel sont les éléments de F de mesure nulle ?

4. Calculer la tribu complétée F de F pour la mesure p.

Ezercices supplémentaires

Exercice 7. Soient A, B deux sous-ensembles stricts de €2 et non vides. Donner une
condition nécessaire et suffisante pour que o({A}) U o({B}) soit une tribu.

Exercice 8. Montrer que la tribu borélienne B(R) est stable par translation :
BeBR) e zeR = z+ BeBR).

On peut considerer l’ensemble A := {B € B(R) | « + B € B(R)}
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TD 2 : Mesure de Lebesgue, Fonctions mesurables

Exercice 1. Pour tout A € B(R) on note m(A) = A(A) si A est majoré et m(A) = 400
sinon.

1. Montrer que m est additive.

2. Est-ce que m est une mesure sur (R, B(R))?

Exercice 2. Soient (2, F) et (€', F') deux espaces mesurables, et soit f: Q — .

1. On suppose que F’ contient les singletons de €', montrer que si F = {0, Q}, alors f est
mesurable si et seulement si f est constante.

2. On suppose ' =R et F' = B(R). Alors, si A C €, la fonction f := 14 est mesurable
si et seulement si A € F.

Exercice 3.
1. Montrer que 1g : R — R est borélienne.
2. Montrer que * — r1g\g(x) est borélienne.

3. Montrer que si f : R — R est dérivable, alors f’ est borélienne.

Exercice 4. Soient 2, deux ensembles non vides. Soient F’ une tribu sur €’ et f une
application de € dans V.

1. Montrer que o(f) := f~1(F'):={f~1(B) | B € F'} est une tribu.

2. Montrer que o(f) est la plus petite tribu rendant f mesurable.

Exercice 5. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions mesurables de (2, F) dans (R, B(R)). On
rappelle que

limsup f,(z) := lim sup fi(x).

n—-+4o0o k>n

1. Montrer que si (f,) converge simplement vers f, alors limsup f, = f.

2. Montrer que limsup,,_,, fn est mesurable. En déduire que la limite simple de fonctions
mesurables est mesurable.

Exercice 6. MESURE IMAGE. Soit h une fonction mesurable de (€2, F) dans (R¢, B(RY))
et u une mesure sur (€, F). On définit u;, sur B(R?) par

pn(B) = u(h™'(B)), VB € B(RY).



1. Montrer que py, est une mesure sur (R?, B(R%)). C’est la mesure image de y par h.
Pour définir la mesure de Lebesgue sur le cercle unité St € R?, on pose

£+ ([0,2x[, B([0,27])) — (R B(R?))
définie par f(0) = (cosf,sinf).

2. Justifier que f est mesurable.

On définit alors la mesure de Lebesgue du cercle unité comme la mesure image Ay.
3. Monter que pour tout B € B(R?) on a

1. 8'c B = As1(B) =27

2.8'NB=0 = Xsi(B)=0.

De maniére générale, Ag1(B) est la longueur de la portion de cercle qui est dans B.

Ezercices supplémentaires

Exercice 7. Soient (Q, F) et (2, F’) deux espaces mesurables, et soit f : Q — Q. Montrer
que lorsque F est engendrée par une partition dénombrable, les applications mesurables
sont celles qui sont constantes sur chaque élément de la partition.

Exercice 8. CARACTERISATION DE LA MESURE DE LEBESGUE.

1. Montrer que la mesure de Lebesgue \g sur R? vérifie :
VB € B(RY), Yu € R%, Ag(u+ B) = M\g(B).

2. Soit p une mesure borélienne sur R, invariante par translations et telle que u(B) < 400
si B € B(R) est borné. Montrer que p est égale a kX avec k > 0.

Exercice 9. L’ENSEMBLE DE VITALI . On suppose que la mesure de Lebesgue X\ s’étend
sur P(R). Pour tout € R, on définit I'ensemble

Ay ={y€[0,1] | y—z€Q}.

1. Montrer que pour tout x € R, A, est non vide.

Grace a 'axiome du choix, il existe un ensemble V' C R tel que pour tout z € R, V' contient
un unique élément de A,. Soit (¢, )nen la suite des rationnels inclus dans [—1, 1]. Pour tout
n, on note alors V,, :=V + ¢, et W := UneN V.

2. Montrer que (V,,)nen forme une suite disjointe de parties de R.

3. Montrer que A\(W) < 3. En déduire que A(V) =0 et A(W) = 0.

4. Montrer que [0,1] C W, conclure.
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TD 3 : Intégrale de Lebesgue (partie 1)

Dans ce TD, on note (2, F, 1) un espace mesuré. Sur cet espace, on note : M l’ensemble
des fonctions mesurables, M I’ensemble des fonctions mesurables positives, £ I'ensemble
des fonctions étagées, £, 'ensemble des fonctions étagées positives et enfin .Z' 'ensemble
des fonctions intégrables.

Exercice 1. ADDITIVITE ET RELATION DE CHASLES.
1. Vérifier que pour tout f,g € £,

[ura=[ 1+ [

en déduire que cette relation est vraie dans M.
2. Montrer que pour tout f,g € Z*, alors f 4+ g € £

3. Montrer que pour tout z,y € R, on alarelation (z+y)"+z~+y~ = (z+y)” +2T +y™.
En déduire que pour tout f, g € £, la relation de la premiére question est vraie.

4. Montrer que pour tout f € M, U.Z" et A, B € F disjoints, on a

/AUBf = /Af + /B £, (Chasles).

Exercice 2. INTEGRALE ET NEGLIGEABLES. Dans chaque question, on pourra d’abord
montrer la proposition pour des fonctions étagées positives.

1. Soit f € M, U2, montrer que pour tout N € F p-négligeable on a

| fau=o.

2. Soit f mesurable nulle p-presque partout. Montrer que f est intégrable et que

/Qfdu—O.

3. Montrer que réciproquement pour tout f € M,
/Q\fldM:O = f=0 p—pp
4. Montrer que pour tout f,g € M, U2, alors

f<g9g p—pp. = /fduﬁ/gdﬂ
Q Q



Exercice 3. On se place sur l'espace mesuré (R,B(R),\) et on considére les fonctions
suivantes :

‘o fa(x)
fa(z) =

Pour chacune d’elle, dire si la fonction est mesurable, intégrable sur R et si ¢’est possible,
donner la valeur de son intégrale de Lebesgue sur R.
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Exercice 4. MESURE DE DIRAC. On se place dans 'espace mesuré (R, P(R),d,) ou J, est
la mesure de Dirac en z € R.

1. Justifier que toute fonction f : (R, P(R)) — R est mesurable.

2. Montrer que si f est positive ou intégrable, alors sont intégrale est donnée par

/]R Fdb. = £(2).

Exercice 5. CHANGEMENT DE MESURE. On considére la fonction définie par f(z) =
10 4oof(7) 2.

1. Montrer que f est borélienne.

2. Quelle est sont intégrale pour la mesure de Lebesgue sur R ? Est-elle intégrable 7

3. On muni a présent R de la tribu P(R) et de la mesure discrete p := ), - d52. Donner
son intégrale par apport a p. La fonction f est elle intégrable ?

Exercice 6. LIMITE SIMPLE ET INTEGRALE. On se place dans I’espace mesuré (R, B(R), A).
Pour tout n > 1, on pose fr, = =1, -
n

1. Montrer que la suite (f,,) est une suite de fonctions étagées qui converge simplement
vers 0.

2. Quel est la limite des intégrales de f,, 7 N’est-ce pas contradictoire avec la définition de
I'intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable positive 7

Exercice 7. DEFINITION ALTERNATIVE DE L'INTEGRALE. Montrer que si f est mesurable
positive sur 'espace mesuré (€, F, 1), alors sont intégrale vérifie

/ fdp =sup {/ gdu ‘ g étagée positive, g < f} .
Q Q
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TD 4 : Intégrale de Lebesgue (partie 2)

Dans ce TD, on note (2, F, 1) un espace mesuré. Sur cet espace, on note : M ensemble
des fonctions mesurables, M I’ensemble des fonctions mesurables positives, £ I’ensemble
des fonctions étagées, £, 'ensemble des fonctions étagées positives et enfin £ 'ensemble
des fonctions intégrables.

Exercice 1. On rappelle le lemme de Fatou : soit (f,,)nen une suite de My, alors

/liminffnd,u < limin /fndu.
Qn—>+oo n—-+00 Q

1. Démontrer ce lemme.

2. En considérant le suite f,(x) = ne ™ sur ]0,+oo[, vérifier qu’on a pas d’égalité en
général.

Exercice 2. Soit ( f,,) une suite de fonctions de M qui converge simplement vers f € M.
On suppose qu'il existe M > 0 tel que

Vi €N, /fndu <M,
0

démontrer que

/QfdMSM-

Exercice 3. Soit U un ouvert de R? et ty € U. On considére une fonction f: Q x U — R
telle que

1. Vt e U, x — f(x,t) est p-intégrable,
2. ppt.x €Q, t— f(x,t) est continue en ty,

3. il existe une fonction g : 1 — R p-intégrable telle que
Vte U, p.pt.zeq, |f(z,t)] < g(x).
Montrer que la fonction F': U — R définie par
F(t) = [ Fla.)dua)

est continue en tg.



Exercice 4. LIMITE SIMPLE ET INTEGRALE. On se place dans I'espace mesuré (R, B(R), \).
Pour tout n > 1, on pose f, = %1[_%”]. On a montré dans le TD 3 que la suite (f,) est
une suite de fonctions étagées qui converge simplement vers 0.

1. Rappeler la valeur de limite de l'intégrale des f,.

2. Montrer que les hypothéses du théoréme de convergence dominée ne sont pas vérifiées.

Exercice 5. On se place dans I'espace mesuré (N, P(N), 1) ou p est la mesure de comptage.
1. Justifier que toute les fonctions f : N — R sont mesurables.

2. Montrer que pour toute f : N — R, positive ou intégrable on a

+00
[ an=3 st
N n=0

3. Montrer que pour toute suite positive & double indice (un p)n pen On a

“+00 00 +00 400
DD tnp =) tnp
n=0 p=0 p=0n=0
+a>+u>1

4. En déduire la valeur de S = Z Z —.
p:2n:2np

Ezercices supplémentaires

Exercice 6. THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE. Soit f une fonction dérivable sur
10, 1], continue en 0 et 1 et de dérivée bornée sur |0, 1[. Montrer que

/0 X = £(1) - £(0).

Exercice 7. Soit f € M, démontrer la formule

+00
/fdu:/ p({zeQ| f(z)>t})dt
Q 0

Proposer un interprétation géométrique ce cette formule. Utiliser Fubini.
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TD 5 : Théorie des probabilités

Dans ce TD, (2, F,P) désigne un espace probabilisé. Un suite de v.a. (Xp)nen sur cet
espace est dite indépendante identiquement distribuée (i.i.d.) si les X, forment une famille
de v.a. indépendantes de méme loi.

Exercice 1. INDEPENDANCE DEUX A DEUX. On lance un piéce deux fois de maniére
indépendante. On note X € {0,1} le résultat du premier lancé et Y € {0,1} le résultat
du second. On considére trois événements : A = {X =0}, B={Y =1}, C={X =Y}
Montrer que A, B, C sont deux & deux indépendants mais ne sont pas indépendants.

Exercice 2. JEU DE DE. On lance un dé a six faces sans s’arréter. Proposer une modéli-
sation probabiliste de cette expérience. Calculer la probabilité des événements suivants :
A : on obtient que des 6, B : on obtient que des 6 & partir d’un certain rang, C : on obtient
au moins un 6, D : on obtient une infinité de 6.

Exercice 3. CONVERGENCE DE SUITES DE V.A. Soit (X, )nen une suite de variables
aléatoires réelles. On définit les différentes convergences suivantes :
— Convergence presque siire notée X, =5 X si X, (w) — X (w) pour P-p.t. w € Q.

— Convergence essentiellement uniforme notée X, U5 X siess supq | X, — X| — 0.
— Convergence en moyenne quadratique notée X, L—2> X siE [\Xn - X ]2] — 0.

— Convergence en moyenne notée X, L XSE [| X5 — X]|] = 0.

— Convergence en probabilité noté X, % X si pour tout & > 0, P(| X, —X]|>¢e) — 0.

— Convergence en loi notée X, £ X s pour tout ¢ : R — R continue bornée, on a
E[o(Xn)] = E[p(X)].

1. Monter que
oo 2 1
X, 5x = x,5%x = x,LHx = x,%x

2. Montrer que X, Bx = X, 2 X.
3. On suppose que X,, 23 X. Monter que s'il existe Y € .Z? telle que pour tout n, |1 Xn| <Y
1
p-s., alors X, L x.
4. On suppose que X,, =3 X. Monter que s'il existe Y € £ telle que pour tout n, X, <Y
L2
p-s., alors X, = X.

5. Soit € > 0 montrer qu’il existe a > 0 tel que P(|X| > a) < e. Justifier que pour
¢ : R = R continue, il existe n €]0, a] tel que pour tout z,2" € [—2a,2al, si |z — /| <7

alors |p(z) — p(2')| < . En déduire que X, 5X = X, 23X



6. En utilisant une fonction f bien choisie, monter que si X est constante presque stirement,
P
alors X, 5 X = X, X,

7. Faire un graphe qui résume ces implications.

Exercice 4. Soit (Up,)nen une suite de v.a. réelles indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]
(i-e. de densité 1 ;). Pour tout n € N, on note

M,, = max(Uy,...,U,) et X, =n(l— M,).

1. Montrer que pour tout n € N, 0 < M,, < 1 presque surement.
2. Etudier la convergence de (M,,).

3. Etudier la convergence en loi de (X,,). A-t-on la convergence essentiellement uniforme ?

FExercices supplémentaires

Exercice 5. SOMMES DE V.A. DISCRETES. On considére une suite i.i.d. (X, )nen de loi de
Bernoulli Px = %(50 + %(51. On cherche la loi de la somme

X
S:ZQ—n.

n>1
On note Fg la fonction de répartition de S.
1. Justifier que S(Q2) = [0,1].
2. Montrer que pour tout t < 0 Fg(t) = 0 et pour tout t > 1, Fg(t) = 1.
3. Montrer que pour tout ¢ € R,

X
Fs(t) =P X1+Z;—:1 <2t
n>1

En déduire que Fs(t) = 1 Fs(2t) + $Fs(2t — 1) pour tout ¢t € R.
4. Montrer que pour tout ¢t € [0, 1], Fs(t) = t. Quel est la loi de S? On pourra commencer
par montrer la propriété pour les réels de la forme k27" € [0, 1].

10
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TD 6 : Espaces de Lebesgue

Exercice 1. Soit (€2, F, 1) un espace mesuré de mesure finie (i.e. u(2) < +00). Pour tout
p € [1,400], on note LP := LP(Q, F, u).

1. Montrer que pour 1 <p<q< +ooona L?C LP.

2. Calculer la quantité

u
oy e,
wera\{o} [/l g
Cette quantité est appelée la norme d’opérateur de l'injection de LY dans LP.

3. Montrer que si u(€2) = 400, les espaces LP et LY ne sont en général pas comparables.

Exercice 2. Soit (€2, F, ;) un espace mesuré.
1. Montrer que pour tout @ € L (2, F,u), on a |u| < HﬂHLOO(Q) i — P.p-
2. Monter que
@]l ooy = f{C =0 [ul <C p—pp}
est bien un norme sur lespace vectoriel L>(§2, F, u).

3. Montrer que si p est finie, alors pour tout p € [1,+00), on a L>(Q, F, u) < LP(Q, F, u).

Exercice 3. Pour tout p € [1,400], on note ¢ := LP(N, P(N), card). Comparer les espaces
/P entre eux.

Exercice 4. Soient a,b € [1,+oc] avec a < b et u € L(R) N L*(R).
1. Montrer que pour tout p € [a,b] on a |ulP < |ul® + |ul’.
2. En déduire que {p € [1,+o0[ | u € LP(R)} est un intervalle.

3. Montrer que la fonction p — ||ul| Lr(r) st continue sur son domaine de définition.

Exercice 5. Soit £ un ouvert borné non vide de R?. On note X (Q2) := ﬂ LP(Q).
PE[L,+o0[
. o0 M —_—
1. Soit f € L(62), montrer v limn_|fl(0) = /(o
2. Pour  =]0, 1], trouver une fonction de f € X (2) qui n’est pas dans L*>((Q).

3. Soit f € X (). Supposons qu'il existe C' > 0 tel que ||f||Lp(Q) < C pour tout p € [1,+o0].
Montrer que f € L>(€2).

11



FExercices supplémentaires

Exercice 6. TRANSFORMEE DE FOURIER. Pour tout fonction complexe u dans v € L'(R%),
on note

Fu(€) = /Rd u(z)e @ dx

1. Montrer que Fu est bien définie sur R? et qu’elle est bornée.
2. Montrer que Fu € C°(R%).
3. Soit u € C2°(f2), montrer que

HVUHLl(Rd)

VE#£ 0, [Fu(f)] < ]

4. Soit u € L' (R?), en utilisant que C3°(R?) est dense dans LP(R?), montrer que lim Fu(¢) = 0.

E—+oo
5. Montrer que pour tout u,v € L'(R?%), on a F(u*v) = F(u)F(v).
6. Montrer que l’algébre (Ll(Rd),*) n’admet pas d’élément unité.

7. Résoudre dans L' (RY) I'équation ux u = u.

12
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TD 7 : Topologie

Définition 1 Dans un espace métrique (X, d) on appelle suite de Cauchy (uy,)nen toute
suite vérifiant
Ve>0, INeN, Vp,g>N, d(upuy) <e.

On dit que ’espace métrique (X,d) est complet si toutes ses suites Cauchy sont conver-
gentes.

Exercice 1. Soient A, B deux parties d'un espace métrique (X, d).

[e] e] — J—
1. On suppose A C B. Démontrer que A C B et que A C B.

—_—— o o o o e
2. Démontrer que ANB = AN DB et que AUB C AU B, mais que 'inclusion peut étre
stricte.

3. Comparer ANB et ANB, puis AUB et AUB.

Exercice 2. FRONTIERE. Soit A une partie d'un espace métrique (X, d). Montrer les
assertions suivantes :

1.0OA={x € X | Ve >0, B(z,e)NA#Det B(x,e)N A°# 0},
. 0A = 0(A°),

. A fermé si et seulement si A C A,

. A ouvert si et seulement si 0A N A = (),

. si A est fermé, alors 0(0A) = 0A.

[SAI U V)

Exercice 3. Soit X =]0, +o00[. On définit

1

d(z,y) = iy

1. Vérifier que d est une distance sur X.
2. Déterminer B(1,1) pour cette distance.
3. La partie A =|0, 1] est-elle bornée pour cette distance ? fermée ?

4. Déterminer les boules ouvertes de (X, d).

Exercice 4. DISTANCE DE HAMMING. On muni R” de la distance de Hamming : d(x,y) :=
card{i | x; # yi}.
1. Montrer que d est bien une distance sur R%. Est-elle issue d’une norme ?

2. lespace métrique (R",d) est-il complet ?

13



3. Décrire la topologie issue de d.

Exercice 5. On note E I'espace vectoriel C°([0, 1]).

1. Montrer que si une fonction u € E vérifie u > 0 presque partout alors u > 0. En déduire
que pour tout u € F,

HUHLOO(O,l) = sup |ul.
0,1

2. Montrer que la suite (u,) de E définie par
1
un{@) = n ( - 2> g 4@) F i@
est de Cauchy pour la norme L! mais n’est pas convergente pour cette norme.
3. Montrer en revanche que (E, ||.||;«) est un espace de Banach.
4. Montrer que (uy) est bornée pour la norme L.
5. Le suite (uy) admet-elle une sous-suite convergente ?

FExercices supplémentaires

Exercice 6. DISTANCE SNCF. On définit sur R? la fonction suivante :

d( y) _ ||.7) - sz si x = ay, o€ R7
7 llzlly + [lyl|, sinon.

1. Montrer que c’est une distance sur R?. Est-elle issue d’une norme ?
2. Décrire les boules ouvertes de 'espace métrique (R?, d).

3. Cet espace métrique est-il complet ?

4. Comparer la topologie issue de d a la topologie usuelle sur R?.

Exercice 7. THEOREME DE FISHER-RIESZ. Soit (2, F,u) un espace mesuré et p €
[1,400[. On souhaite prouver que LP := LP(2, F, u) est complet. Soit (@ )nen une suite
de Cauchy de LP et (uy) une suite de représentants quelconques des .

1. Montrer qu’il existe une sous-suite (up, )ren telle que

1
H’Umk+1 _unkHLP(Q) < 27, Vk € N.
On pose alors (vy)nen définie par
N
UN(x) = Z |unk+1 (x) — Unpy, (1’)’7 Vo € Q.
k=0

2. Montrer que (vy) converge simplement vers une limite v telle que v € LP.
3. Montrer que pour tout x € €2, (up, (z))ken est une suite de Cauchy de R. On note u(x)
sa limite.
4. Montrer que pour tout x € €2,
|u(z) — up, ()| <v(z), VE>1.
5. En déduire que (i, ) converge vers @ dans LP. Ainsi la suite (@) admet @& comme valeur
d’adhérence.
6. Montrer que (u,) converge vers 4 dans LP.

14
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TD 8 (analyse) : Dualité, convergence faible et espaces de Hilbert

Exercice 1. Soit (u,) un suite de L?(0,1) qui converge faiblement vers u € L?(0,1).
Montrer que la primitive Uy (2) := [ un converge fortement vers U(z) := [ u. On pourra
commencer par montrer la convergence simple.

Exercice 2. Soit (u,) une suite d'un espace de Hilbert H. Montrer que

un 3w si et seulement si unll g = lJull g et un K.

Exercice 3. Soit D une partie dense d’un espace de Hilbert H. Soit u € H et (uy) une
suite de H qui vérifie (up,v)y — (upn,v)y pour tout v € D.

1. Montrer que si (uy) est bornée, alors elle converge faiblement vers w.

2. Trouver un contre exemple si la suite (u,) n’est pas bornée. On pourra considerer la
suite de fonctions nly, o) dans L?(R).

Exercice 4. On considére les suites de fonctions définies sur R suivantes :

2
n —n|z
an(z) = n? + 2’ bp(x) := cos(2mnz), cp(x) := /ne "7,
1 2
o — o (z+n)
dn(z) : a2’ en(x) :=e .

1. On se place dans L?(—1,1). Pour chaque suite, étudier la convergence p.p. puis la
convergence en norme L? et la convergence faible dans L?(—1,1). Rappel : C*(9) est

dense dans L?(2).
2. Méme question dans L?(R).

Exercice 5. Soit T' > 0 et f : R — R une fonction borélienne T-périodique telle que
fOT f?(z)dx < 400 et soit la suite de fonction (f,)nen définie par

fo(z) := f(nx), VneN.
On définit la moyenne de f sur une période par
1 T
(f) = T/O f(z)dz

1. Montrer que la moyenne (f) est bien définie.
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2. Monter la fonction .
F(O) = [ 1) = (s

est T-périodique et appartient & L>(R).

3. Montrer que la suite (f,,) est une suite bornée dans L?(0,7).

4. Soit ¢ € C°(0,T), en intégrant part partie, étudier la limite de la suite

T
[t - t0)tone

En déduire la convergence faible et la limite faible de la suite (fy,).

5. La suite (f,) a-t-elle une limite forte (classique) dans L?(0,7") ou une limite presque
partout en général 7

FExercices supplémentaires

Exercice 6. CONVERGENCE FAIBLE EN DIMENSION FINIE
1. Montrer que le dual de R? est isomorphe a R¢.

2. Monter qu’une suite de R? converge faiblement vers z si et seulement si elle converge
(fortement) vers x.

Exercice 7. Montrer que pour p # 2, LP(2) n’est pas un espace de Hilbert.

Exercice 8. DuaL DE (P(N). Soit p €]1, +00[ on note p’ son exposant conjugué.
1. Soit v € 7' (N). On définit 'application L, : £°(N) — R définie par

Lyu— Z Up U, -

Montrer que L, € /*(N)’. En déduire une injection continue .J : #'(N) — ¢P(N)’.

2. Montrer que J est une isométrie. On pourra considérer la suite w := (vp|vp]? ~2)pen.
On va maintenant montrer que J est surjective. Pour tout k& € N, on note la suite e* définie
par ef = 0 . C'est-a-dire ek = 1 si et seulement si k = n.

Soit L € (P(N)’. Pour tout n € N, on note A, = Le". Soit u € ¢P(N), on définit pour tout
k € N la suite uF par u¥ = \,|\,|?' =2 si n < k et 0 sinon.

3. Montrer que Lu* = Zf:o |Ail”". En déduire que \ € ¢ (N).
4. En déduire que pour tout u € /P(N), on a Lu = Y -y UnAn.
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S7 — Outils mathématiques avancés
TD 9 — analyse : Espaces de Sobolev et EDP elliptique

Exercice 1. On se place dans I :=|0, 1], donner une condition nécessaire et suffisante pour
que u(z) := 2% avec a € R appartienne & W1P(I).

Exercice 2. Soit I un intervalle borné de R. Montrer que si u € W1°(I), alors
ac > o, lu(z) —u(y)| < Cle —y| ppt. (z,y) I

La réciproque est vraie mais c’est plus difficile.

Exercice 3. Pour f € C°([0,1]), on considére le probléme

—u" = f sur]o,1]
(P): S u(0) =«
u(l) = B.

On pose @(z) :=u(z) — (f —a)r — « )

1. De quel probléme d’EDP avec conditions au bord (P) la fonction @ est-elle solution ?

2. Montrer que 'existence et I'unicité de la solution faible de (P).

3. Montrer l'existence et 'unicité de la solution forte de (P).

Exercice 4. INEGALITE DE POINCARE WIRTINGER. Soit I =|a,b| un intervalle ouvert
borné de R. Montrer que pour tout f € H(I) telle que f[ f=0ona

HfHL2(I) <(b—a) Hf/HL2(1) :

On pourra montrer 'existence d’un point to € [a,b] tels que f(ty) = 0.

Exercice 5. Pour f € L?(0,1), on considére le probléme

" =f sur]0,1]
(P): ¢4/ (0) =«
u'(1) = 8.
1. Montrer que 'on a pas unicité de la solution forte.

2. Quelle condition supplémentaire sur v peut-on rajouter pour espérer obtenir I'unicité ?

3. Ecrire la formulation faible de (P). Donner un condition nécessaire sur « 3 et f pour
I'existence d’une solution faible.
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4. En choisissant un espace de Hilbert, monter I’existence et I'unité de la solution faible.

5. En déduire 'existence et 'unicité de la solution forte.

FExercices supplémentaires

Exercice 6. Pour f € L?(0,1), a,c € L*([0,1]) avec a continue en 0 et 1 et b € R, on
considére le probléme

—(au) +bu' +cu=f pp. sur]0,1]
(P) : a(0)u'(0) = h
u(1) = 0.

ou avec a(x) > a > 0 pour tout z, et ¢ > 0.
1. Donner la formulation faible de ce probléme.
2. Montrer que I'existence et 'unicité de la solution faible dans ’espace de Hilbert adéquat.

3. Montrer la solution faible admet un représentant dans C1([0, 1]) si et seulement si a est
continue sur [0, 1].

Exercice 7. HOMOGENEISATION. Un matériau conducteur composite est constitué d’une
alternance de couches fines d’épaisseur identique de conductivité 1 et 5. On modélise ce
matériau de la fagon suivante. Soit ¢ : R — R la fonction 1-périodique définie par

o(x) =11/2((®) + 511 91(x) Vo €[0,1[.

Et on définit o, (z) := o(nz) pour tout n > 1, la fonction conductivité pour une échelle
de couche de taille % On g’intéresse a la conductivité effective du matériau. On note u, le
potentiel électrique généré par une source de courant f € CY([0,1]). 11 vérifie le probléme

—(opul) = f p.p.sur]0,1]
un(0) = u,(1) = 0.

1. Montrer que pour tout n, le probléme précédent admet une unique solution u, dans
HZ(0,1). Quel est sa régularité ? Montrer que la suite (uy,) est bornée dans H}(0,1).

2. Calculer la limite faible de o, puis de é Que remarque-t-on 7

3. Montrer que (u/,) converge faiblement dans L?(0, 1) et calculer sa limite faible.

4. Montrer que (u,) converge fortement dans L?(0, 1) et calculer sa limite. De quel probléme
elliptique est-elle solution? Quel est la conductivité effective du matériau? Cette valeur
s’appelle la conductivité homogénéisée.

Exercice 8. CARACTERISATION DE H!(R) PAR DIFFERENCES FINIES
1. Montrer que si f € H'(R) il existe une constante C' > 0 telle que pour tout h € R,

1f = £~ 1)l gy < IRl

2. Montrer que toute fonction f € L?(R) vérifiant une telle estimation appartient a H!(R).
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