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Chapitre 1

Fonctions caractéristiques et indépendance de
vecteurs aléatoires.
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1.1 Transformée de Fourier et fonction caractéristique

Définition 1.1 (Transformée de Fourier)

1. Si f € L'(R9), sa transformée de Fourier f est une fonction définie sur R? par
f(t):/ €i<t’w>f( )dx, t e R?, ou (t,z) thz
Rd

2. Si u est une mesure finie sur (R%, B(RY)), sa transformée de Fourier est la fonction
définie sur R par

f(t) :/ et u(de), t € RY.
Rd

Remarque: Sip admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue alors sa transformée de Fourier
est celle de sa densité.

Proposition 1.1

Si f € LY(R%), f est uniformément continue.

Théoréme 1.1 (Formule d’inversion de Fourier)

Si f et f sont intégrables, alors f est continue et

1 .
f(z) = i f( e~ 82 dt pour A-presque tout x € R%.
s
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Proposition 1.2

Si pu est une mesure finie sur (R, B(R?)) de transformée de Fourier fi, alors

7iukwk _ e*iukyk

t t d
. € N
w(lzr, y1[X...x]zg, yqa]) = lim / / Il - fug, ..., ug)duy...dug.
—t

t——+oo (A%3
~t =1 k

Définition 1.2

Soit X un vecteur aléatoire de dimension d. La fonction caractéristique de X est la trans-
formée de Fourier ¢x de sa loi, soit

ox(t)=E [&(t,x)}’ t € RY,

soit, par la formule de transfert,

wx(t):/ ei<t’z>PX(dx).
R

Proposition 1.3 (Propriétés de la fonction caractéristique)

1. ox(0) =1 et |ox(t)] <1 pour tout t € R%.

2. La fonction caractéristique caractérise la loi : deux vecteurs aléatoires de méme fonction
caractéristique ont méme loi.

3. Si X a une densité fx alors px = fx.

4. p_x(t) = px(—t) = px(t) pour tout t. On en déduit X symétrique < px paire < px
réelle.

5. Soit X un vecteur aléatoire de R% et soient A € My q(R) et b € RY . Alors pour tout
t e RY, .
paxio(t) = PPpx (At).

Sid=d =1, p.x1(t) = ePox(at).

Proposition 1.4

Si px est intégrable, alors X a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue donnée par

1

fx(z) = (2r)d /Rd e~ "D o (H)dt A-p.p

Exemple: Calculer la fonction caractéristique d'une v.a. binomiale de paramétres n et p.

Exemple: Calcul de la fonction caractéristique d’une loi normale : montrer que la fonction

1 .
ox(t) = Wors / emtf%gﬁdm7 z € R,
R

est dérivable, calculer sa dérivée et en déduire qu’elle satisfait une équation différentielle ordinaire.
La résoudre pour déterminer la fonction caractéristique d’une v.a. gaussienne centrée réduite. En
déduire la fonction caractéristique d’une A (m, o?).



1.2. VECTEURS ALEATOIRES INDEPENDANTS 7

Théoréme 1.2
[ Soit X une v.a. réelle.
1. Si X™ est intégrable alors px € C™(R) et <pg§") (t) = i™E [X™e"X] pour tout m €
{0,...,n}. En particulier, cpg}n)(()) = ™K [X™] pour tout m € {0,...,n}.
2. Si ¢x est k fois dérivable en 0 (k > 2), alors X admet des moments jusqu’a I'ordre
2 [£]. IIs sont donnés par o7 (0) = imE [X™] pour tout 1 < m < 2 [£].

Démonstration : Quelques éléments.

1. La proposition est vraie en m = 0 pour tout ¢ € R. Elle se démontre ensuite par récurrence en
dérivant sous le signe somme.

2. On remarque que 2 [£] = k si k est pair. Sinon, c’est I'entier précédent. On admet ce résultat.

62g0x
8ti8tj

Exemple: Calcul des moments d’une loi normale. On eut montrer que si X ~» N(0,0?) alors

Remarque: Si X = (X1,...,, Xq), E[X;X,] = — (0) quand cela existe.

E [X%H] = 0 pour tout k£ >0

et

E [X%] _ (25)!%_

1.2 Vecteurs aléatoires indépendants

1.2.1 Caractérisation des vecteurs aléatoires indépendants

Théoréme 1.3
Soient X1, ...,X,, n vecteurs aléatoires de dimensions respectives di,...,d,. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

1. X4, ..., X,, sont indépendantes.

2. ¥V h; : R% — R boréliennes bornées pour i = 1..n,

n

II hi(Xi)] = H E [hi(X3)].

i=1

E

3. @(Xl,-»-,Xn)(tlﬁ ...,tn) = pYx, (tl)---@X”(tn) for all (tl,...,tn) S R% x ... x R,

Remarque: L’expression dans 2. reste vraie dés que les intégrales ont un sens et que 'on est dans les
conditions d’application d’un théoréme de Fubini.

Démonstration :

O On montre ’équivalence entre 1. et 2. pour deux variablc/as aléatoires, le passage a n se faisant
par récurrence. Soient donc X et Y deux v.a. de Rd/ et R? respectivement et soient ¢ et 1 deux
fonctions boréliennes bornées définies sur R? et R? respectivement.

E [p(X)u(Y)] = / (@) ()P xy (da, dy).

Rd xR
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Comme les v.a. sont indépendantes, P(x y) = Px ® Py, et par Fubini,

/Rdxkd, o(x)Y(y)Px ® Py (dz, dy) = /

Rd

p@)Px(do) [ ww)Py ().

On en déduit bien
E[o(X)9(Y)] = E[p(X)]E [$(Y)].
Réciproquement, on remarque que, pour A € B(R?) et B € B(Rd/),
P[X € AY € B|=E [1[X6A,Y€B]] =E [1[X€A]1[Y€B]] =E[1a(X)1p(Y)]
et en appliquant 2. & ¢ = 14 et ¢ = 1p, il vient
E[1a(X)1(Y)] =E[1a(X)]E[15(Y)]
soit

PX €AY e B|=P[X € A]P[X € B].

i(t;,x)

O 2. = 3. pour (t1,....,tn) fixé avec avec h;(z) = e pour = € R% pour tout i € {1,...,n}.

O 3. = 1. se montre en utilisant la formule d’inversion et Fubini. C’est assez technique.
Théoréme 1.4
Soient X1,...,X,, des vecteurs aléatoires de dimensions dy,...,d,, respectivement.

1. Siles vecteurs X1, ..., X,, admettent des densités fx,,...,fx, et sont indépendants alors
(X1,...,X,) admet une densité définie par

f(Xl,...,Xn)(xlv"'vxn) = le (xl)...fxn(xn), A (1‘1,...,2En) S Rdl X ... X Rd". (]..1)

2. Si(Xy,...,X,) admet une densité alors les X,; admettent aussi une densité. Dans ce cas,
les v.a. X1,..., X,, sont indépendantes si et seulement si (1.1) est satisfaite.

Proposition 1.5

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants de carré intégrable. Alors ils sont
décorrélés.

Question : Justifier ce résultat avec les théorémes et propositions précédents.

1.2.2 Convolution de mesures et somme de vecteurs aléatoires indé-
pendants
Dans ce chapitre, on voit que la loi de la somme de v.a. indépendantes est la convolution de

leurs lois.
Définition 1.3

Soient u et v deux mesures sur (F,B(FE)) espace vectoriel normé muni de sa tribu boré-
lienne. La convolution ou produit de convolution de u et v, notée u * v est la mesure image
de p ® v par 'application

T: ExE — FE

(z,y) — z+uy.
Autrement dit, p* v = p® vo T~ est définie sur B(E) et pour tout B € B(E),

prv(B) =pov({(r,y) € B*/ x+ye B}.
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Proposition 1.6

(i) Pour toute fonction h borélienne positive sur E,
/ hd(p*v) :/ hz + y)p @ v(dz, dy). (1.2)
E B2

(ii) Pour toute fonction h borélienne h est p x v-intégrable si et seulement si h o T est
i ® v-intégrable sur E?, et dans ce cas (1.2) est satisfaite.

Démonstration : Il suffit d’appliquer la formule de transfert.

Proposition 1.7

On suppose que E = R? et que p et v sont respectivement de densités f et g par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R, f et g étant intégrables. Alors ju * v admet pour densité f * g
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? et f x g est intégrable.

Démonstration: (a compléter). On montre que

/Rdhd(u*y):/Rdh(f*g)d)\

pour toute fonction h borélienne bornée. Soit donc h une telle fonction. On utilise (1.2) puis le
théoréme de Fubini et enfin ’absolue continuité de p et v par rapport a la mesure de Lebesgue. On

obtient donc
/]Rd hd(pxv)= /Rd (/Rd h(x + y)f(x)dm) g(y)dy.

Reste alors a faire le changement de variable x — z = x + y puis & appliquer i nouveau le théoréme
de Fubini. On obtient donc

/Rd hd(p*v)= /Rd h(z) < y flz— y)g(y)dy> da

ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 1.8 (Propriétés du produit de convolution)

(i) Si p et v sont des probabilités, pu * v également.

(ii) Si p et v sont discrétes alors p x v également. Plus précisément, si
w= Z,uké,;k et v= Z Uiy,
k k

alors

TENZES ZZMleékaryr
P

En particulier, si x;, = y = k pour tout k, alors

k
poxv = Z (Z MMz) Op,.
& \i1=0
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Démonstration: A faire en exercice.

(i) Montrer que p*v(E)=1si u(E) =v(E) = 1.

(it) On admet
WU = zz#kylézk * Oy,
ko1

et on calcule seulement, pour z, y € E, §5 * 6y(B) pour un B € B(E). Enfin, on appliquera au
cas entier (i.e. lorsque z; = yx = k pour tout k).

Théoréme 1.5
La transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions ou deux mesures est
le produit des transformées de Fourier.

Démonstration: Soient y et v deux mesures boréliennes finies. Pour tout ¢t € R?,

() = / O () = / T i) (dy).

R2d

On applique alors Fubini, il vient :
o) = [ o) [ SO0 utdy) = i)
R4 Rd

Théoréme 1.6
Soient X1,..., X,, n vecteurs aléatoires indépendants a valeurs dans R®. Alors

1. }P)XIJFWJFX71 = PXl * ... *PX,L-
2. Si Xy, ..., X, ont respectivement pour densité fi,..., f, alors X + ... + X,, a pour
densité fi * ... % fy.

3. ox,+.4x, () =ox, (t)...0x, (t) pour tout t € R

Démonstration: A faire en exercice.

Question : Soient X et Y deux v.a. exponentielles indépendantes de paramétres A\ et p respectivement,
A # p. Calculer la densité de X +Y.

Question : Soient X et Y deux lois normales indépendantes de paramétres (m,o?) et (m’, 0’?) respec-
tivement. En utilisant les fonctions caractéristiques, déterminer la loi de X + Y.

1.3 Vecteurs gaussiens

Définition 1.4

Un vecteur aléatoire X = (Xy,..., Xq)" est dit gaussien si toute combinaison linéaire de
ses composantes est gaussienne.

Remarque:
(i) Si X est un vecteur gaussien, alors toutes ses composantes sont gaussiennes.
(ii) Pour toute fonction f: R? — R? affine, si X vecteur gaussien, alors f(X) gaussien.
(iii) Notations usuelles : Pespérance d’un vecteur gaussien est notée M = E[X] € R?, sa matrice de
covariance I' = Cov [X] € Mg4(R). On note X ~ Ng(M,T).
Exemple:
(i) X =a€R? X ~ Na(a,0).
(i) Si X € R a toutes ses composantes gaussiennes et indépendantes, X est gaussien.
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Théoréme 1.7

La fonction caractéristique ¢ d’un vecteur gaussien de loi Nq(M,T) est définie par

o(t) = M) =3 T8 bour tout t € RY

Démonstration: A faire en exercice. On remarquera que

ox(t) = oux)(1)

et que si X est gaussien, alors pour t € R?, (¢, X) est une v.a. gaussienne dont on calculera I’espérance
et la variance.

Proposition 1.9

Soit X ~» Ng(M,T) et soit Y = AX + B, avec A € Mg xa(R) et B € RY. Alors Y ~»
Ny (AM + B, ATAY).

Théoréme 1.8

Soit X = (X1, ..., Xq)t ~ Nyg(M,T). Les composantes X1,..., X, sont mutuellement indépen-
dantes si et seulement si elles sont deux a deux décorrélées, i.e. si I' est diagonale.

Démonstration: On a montré 'une des implications proposition 1.5. Réciproquement, si I" est diago-

nale, alors pour tout ¢t € R%,
_ ) d d . , d
ox (t) _ ez(M,t)e—§(I‘t,t) _ Hezmiti H e—EVar[Xi]tz' — H ox; (ti),
i=1 i=1 i=1

donc les X; sont indépendants.

Corollaire 1.1

Si X ~~ Ny(0,14) alors X a pour densité

fx(x)= 67%Z?:1If, pour x = (z1,...,z,) € R,

vV 27rd

Démonstration : La densité est le produit des densité des d v.a. gausiennes centrées réduites.

Remarque: Des v.a. gausiennes ne forment pas nécessairement un vecteur gaussien, méme si elles sont

décorrélées. Elles ne sont alors pas indépendantes. Voici un exemple & faire a titre d’exercice.

On considére les v.a. indépendantes X; gausienne centrée réduite et € de Bernoulli qui prend les
valeurs —1 et 1 avec probabilité 1/2. On définit alors X2 = £X;. On montre que X2 est une v.a.
gaussienne centrée réduite et que X et Xo sont décorrélées. Mais on montre ensuite que X; et Xo
ne sont pas indépendantes et que (X1, X2) n’est pas un vecteur gaussien.

Théoréme 1.9

Soit X ~» Ny(M,T) avec T' # 0. Soit v le rang de T'. Alors il existe B € Mgx,(R) et

Y ~~» N (0,1,) tels que X = BY + M et BB' =T.

Démonstration: C’est un résultat d’algébre et une transformation affine d’un vecteur gaussien. Dans

les exercices, on construit B explicitement sur un exemple. La démonstration du résultat n’est que
la généralisation évidente de cette preuve.
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Corollaire 1.2

Soit X ~ Ny(M,T). X admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? si et
seulement si I" est inversible. Dans ce cas, elle s’écrit

Fa) = d;ef%w—l(fo),sz)
V2 v/detD

pour x € RY.

Remarque: Si X a pour densité f et si Y = AX + B avec A inversible, alors Y a pour densité la
fonction

1 1
Y= Mf(A (y— B))

Démonstration: (du corollaire). X = BY + M avec Y ~ Ny(0,1;) et T = BB". Si I est inversible, le
rang de I est plein, B est carrée et detB # 0 donc B est inversible. Calculer alors la densité de X a
partir de la densité de Y.

Les vecteurs gaussiens sont trés utilisés en statistique, notamment & cause du théoréme limite
central. On rappelle a titre d’exemple ici le théoréme de Cochran : si (Xi, ..., X,,) est un échan-
tillon de la loi N (m,o?) (des v.a. indépendantes et toutes distribuées selon la loi N'(m,c?)),
alors

1 1 _
X=-X; tEZ:fE X;—X)?
S Xiet 3= ) ( )

sont indépendantes et

o2 ny2

X~ N(m, ;) et Ugn X1

Ces résultats sont utilisés de facon asymptotique pour les grands échantillons gaussiens.

1.4 Exercices

Exercice 1.1. [Calcul de fonctions caractéristiques usuelles| Calculer la fonction caractéristique
de la v.a. Y suivant :

1. une loi de Poisson P(A),
2. une loi exponentielle £()\),

3. une loi uniforme sur [—a, a].

Exercice 1.2. [Calcul de fonctions caractéristiques-théoréme d’inversion]
Soit la fonction définie sur R par f(y) = a/2e~¥l. Calculer la transformée de Fourier de f et
en déduire la fonction caractéristique d’une v.a de loi de Cauchy C(«).

Exercice 1.3. [Propriétés de fonctions caractéristiques]

1. Soit X une v.a.r. Montrer que @x(u) est & valeurs réelles si et seulement si X a une loi
symétrique, i.e Px =P_x.

2. Montrer que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, alors
Z = X —Y a une loi symétrique.
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Exercice 1.4. [Loi de la transformée linéaire d’un vecteur]

1. Soit X un vecteur aléatoire de dimension n, de densité f. Soit A : R® — R"™, une application
linéaire inversible et Y = AX un vecteur aléatoire. Déterminer la densité de Y.

2. Soit X = (X1, X5) un vecteur de R? de densité f. Déduire de la question précédente la
densité du vecteur (X7 + X2, X7 — X2). Si X et X sont indépendantes, quelle forme prend
la densité de X; + X, 7

3. Soient X, ..., X, des v.a. i.i.d. de loi £()\). On pose Sy = X1+ ---+ X, pour 1 <k <n.
Calculer la densité du vecteur (S1,Sa, ..., Sn)-

Exercice 1.5. [Somme de v.a indépendantes|
Soient X et Y deux v.a.r indépendantes.

1. Montrer que si X ~» P(A) et Y ~» P(u), alors X +Y ~» P(A + ).
2. Montrer que si X ~» N (mq,0%) et Y ~ N(ma,03), alors X +Y ~ N(my + ma, 07 + 03).

Exercice 1.6.

Xo
un réel tel que —1 < p < 1.

; /1)>,of1pest

. X . ) . .
Soit X = ') un vecteur gaussien centré de matrice de variance I' =

. 1 1 <UX >
1. Soit U = ( 9 ) et V = ( 1 ) On pose Y = < <V.X> ).MontrerqueYestun
vecteur gaussien dont on précisera la loi.

2. Les variables aléatoires < U, X > et < V, X > sont-elles indépendantes ?

b d
a) Quelle est la loi de < U, X >7?

<UX >
<V,X>

c) Quelle est la covariance de < U, X > et <V, X >7

3. De maniére générale, soit U = < “ > et V= ( ¢ )

b) Montrer que ( ) est un vecteur gaussien.

d) A quelle condition nécessaire et suffisante les variables < U, X > et < V, X > sont-elles
indépendantes 7

e) Donner un exemple de vecteurs U et V tels que < U, X > et < V, X > soient des
variables aléatoires indépendantes.

Exercice 1.7. [Fonctions d’un vecteur gaussien]
Soient a € R*\ {£1} et X = (X, ..., Xq)" un (d+ 1)-vecteur gaussien tel que X; ~ N(0,1) pour
tout ¢ et

1 a a a
a 1 a? a?
a a® 1 a? a?
'y = . .
a a? a? 1 a?
a a? a? 1
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1. Soit Y = (Xy, Y1, ..., Y3)' tel que

X;=aXog+V1—-a2Y;,i=1,....,d.

Déterminer la loi du vecteur aléatoire Y.
2. Exprimer X en fonction de Y.
3. (a) Déterminer la loi de Sq = (X1 +---+ Xg4)/d, d > 1.
(b) On pose Z = Sy/X. Déterminer la loi de Vd(Z — a)/v/1 — a2 et déduire celle de Z.

Exercice 1.8. [Décomposition d’un vecteur gaussien]
1 01

Soit X un vecteur gaussien centré de matrice de covariance ' = [ 0 1 1 ]. Montrer qu’il
1 1 2

existe une vecteur Y bi-dimensionnel centré réduit tel que X = BY ou B vérifie BB’ =T.
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2.1 Autonomie : Limites supérieures et inférieures

2.1.1 Cas des suites réelles

Définition 2.1

Soit (2, )nen une suite réelle. On définit la limite supérieure de la suite (z,)nen par

lim z, = lim sup z.,,
n—-+oo n—-+oo m>n
et sa limite inférieure par
lim z, = lim inf z,,.
n—+o00 n—+oom>n

Ces limites existent dans R car les suites

<sup xm> et (ir;f xm>
m>n neN m2=n neN

sont monotones (respectivement décroissante et croissante).
Si la suite n’est ni majorée ni minorée

lim z, =4ococet lim =z, = —oco.
n—r+00 n——+oo

Si la suite est majorée mais pas minorée

lim z, =cRet lim z,=—occ.
n—+00 n—-+oo

15

15

18
20

26

27
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Si la suite est minorée mais pas majorée

lim z, =+coet lim z, €R.
n—r+00 n—-+oo

Proposition 2.1
On a

lim z, < lim =z,.
n—+oo n—-+00
Si la suite est bornée, les limites supérieure et inférieure sont réelles et ces deux valeurs sont
les valeurs d’adhérence maximale et minimale de la suite. En outre, toujours dans le cas
borné, la suite converge si et seulement si les deux limites coincident et dans ce cas

lim z,= lim z,= lim =z,.
n—r+00 n——+o0 n—+oo

2.1.2 Cas des fonctions réelles

Si (fn)nen est une suite de fonctions réelles définie sur un ensemble 2, on définit les limites
supérieure et inférieure de la suite ponctuellement :

n—-+oo

(ngrfoo fn> () = lim f,(z), pour tout x € Q

et
( lim fn> (z) = lim f,(x), pour tout = € Q.
n—-+0oo n—-+o0o
L’intérét de ces limites est qu’elles sont définies méme lorsqu’il n’y a pas convergence et elles
sont souvent utilisées pour montrer des étapes intermédiaires dans les théorémes de convergence.
Voici par exemple un résultat dont on se sert pour démontrer le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue.

Théoréme 2.1 (Lemme de Fatou)

Soit (Q, F, ) un espace mesuré et soit (f,)nen une suite de fonctions boréliennes positives
sur (2, F). Alors

/ lm fodp< lm [ fadu
QO n—+oo n—+oco JO

2.1.3 Cas des ensembles

Soit (Ay)nen une suite de sous-ensembles d’un ensemble non vide . On peut définir une
notion de limite de la suite (A,,),en lorsqu’elle est monotone de la fagon suivante :

- Si la suite (A, )nen est croissante i.e. si A, C A, 41 pour tout n, on définit

lim A, = U A

n—-+00
neN

- Si la suite (Ap)nen est décroissante i.e. si A, 1 C A, pour tout n, on définit

lim A, = ﬂ A,

n—-+o0o
neN
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On ne cherche pas a généraliser la notion de limite & d’autres cas, mais on définit des limites
supérieure et inférieure de n’importe quelle suite d’ensembles (A, ),en selon le méme principe
que celui utilisé pour les suites réelles.

Définition 2.2

Soit (Ap,)nen une suite de sous-ensembles d’un ensemble non vide 2. On définit les limites
inférieure et supérieure de la suite par

limsup A,, = m U A, et Egir;fAnz U ﬂ A,

n—+oo neNm>n neNm>n

On remarque que

U A, est une suite décroissante et
mzn neN
ﬂ A, est une suite croissante
mzn neN

ce qui justifie ’emploi du terme de limite.
En outre, on vérifie aisément que, comme pour le cas des suites réelles, les limites supérieure et
inférieure coincident avec la notion de limite dans le cas monotone, i.e. si (A, )nen est monotone

limsup A, = liminf A, = lim A,.
n—s—+o0o n—-+oo n—-+oo

Proposition 2.2

On a toujours
liminf A,, C limsup 4,,.

n—-+o0o n——+oo

Démonstration: Soit x € liminf,, A,. Alors il existe ng tel que pour tout m > ng, € A,,, autrement
dit z est dans tous les A,, & partir d’un certain rang. Pour un point y, étre dans la limite supérieure
de la suite signifie que pour tout n, il existe m > n tel que = € A,,. Donc cela signifie que y est dans
une suite infinie de A,,. Il est clair que si x est dans tous les A,, a partir d'un certain rang, x est
dans une suite infinie de A,, et donc l'inclusion est vérifiée.

Pour tester la maitrise des notions introduites dans ce paragraphe, on pourra faire en auto-
nomie les exercices suivants.

Exemple: On suppose que (A, )nen est une suite de sous-ensembles deux a deux disjoints d’un ensemble
non vide 2. Calculer limsup,, A, et liminf, A,. On pourra commencer par I’exemple

An = [n,n + 1], pour tout n € N.
Exemple: Soit (2, )nen une suite de réels strictement positifs. Pour tout n € N, on définit A, = [0, z,[.

Calculer les limites inférieures et supérieures de la suite (A,)ren dans les cas suivants :

1. La suite (zn)nen converge, plus précisément on étudiera uniquement les exemples :

1 1 1 1
n:1 — n:l—f n:l z n =1- .
(a) z +n ) z - (c) x2 +2n et Tont1 o1
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2.2 Suites infinies d’événements
Soit (£2, F,P) un espace probabilisé.

Pour commencer, nous rappelons quelques résultats sur les familles indépendantes (cf. fin
chapitre 1).

Proposition 2.3 (Principe d’assoctativité pour les tribus indépendantes)

Si (Gn)nen est une suite de tribus indépendantes, alors pour tous I, Is C N tels que I; N1y =
@, les suites (Gn)ner, €t (Gn)ner, sont indépendantes, c’est-a-dire que les tribus

(Ys) o (Us)

sont indépendantes.

Proposition 2.4

Si A et B sont deux algébres de Boole indépendantes, alors o(A) et o(B) le sont également.

Voici maintenant un nouvel outil, la tribu des événements asymptotiques.

Définition 2.3 (Tribu queue ou tribu asymptotique)

1. Soit (G, )nen une suite de sous-tribus de F. La tribu

£=o| U n
n>0 m>n

est appelée tribu asymptotique de la suite (Gp,)nen-

2. Soit (X, )nen une suite de v.a. La tribu asymptotique ou tribu queue de la suite est la
tribu asymptotique de la suite (o(X,))nen-

Proposition 2.5

(i) Soit (Ay,)nen une suite d’événements. Pour tout n, on pose G, = o({A,}) et on note L
la tribu asymptotique de cette suite. Alors limsup,, A, liminf, 4, € L.

(ii) Soient (G, )nen une suite de tribus et L sa tribu asymptotique. Pour tout n, on pose
fn =0 U gk
k>n

Soit alors (A, )nen une suite d’événements tels que A,, € F,, pour tout n. On a également
lim sup,, A, liminf,, A, € L.

Démonstration: On remarque que, pour tout N € N|

limsup A, = m U Ay = ﬂ U Am

neNm>n n>N m>n
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puisque la suite

U An
m>n

neN

est décroissante. On en déduit que limsup,, A, € Fn pour tout N et donc limsup, A, € L par
définition. On procéde de méme pour la limite inférieure.

Théoréme 2.2 (Loi 0 — 1 de Kolmogorov)

Soit (Gn)nen une suite de sous-tribus de F indépendantes. Alors les événements de sa tribu
asymptotique sont de probabilité 0 ou 1.

Démonstration: Pour tout n, on pose

Fn=o0 ng

k>n

Comme les tribus de la suite sont indépendantes, pour tout n, G, est indépendante de F,; pour
tout k£ > 1, et donc de
N =L

k>n+1
On en déduit que, pour tout n, F, est également indépendante de £ et donc finalement, £ =, Fn

est indépendante d’elle-méme. Donc tous les événements de £ sont indépendants d’eux-mémes et on
a vu que les événements indépendants d’eux-mémes sont les événements de probabilité 0 ou 1.

Exemple:

1. Si (An)nen est une suite d’événements indépendants, limsup,, A, et liminf,, A, sont des évé-
nements négligeables ou presque certains. En outre

. P[liminf, A,] = 1 signifie que, presque sfirement il existe un n tel que pour tout k > n,
Ay est réalisé, c’est-a-dire, presque stirement tous les A, sont réalisés & partir d’un certain
rang.

. De méme, on peut monter que PP [limsup,, A,] = 1 signifie que, presque stirement, une
infinité des A,, se réalise.

. Que signifient P [liminf,, A,] = 0 et P [limsup,, An] = 0?7 Quelles sont finalement les situa-
tions possibles ?

Application : On joue a pile ou face. Montrer que, presque siirement, on a une infinité de “pile”

et une infinité de “face”.

2. Soit (Xn)nen une suite de v.a. indépendantes. Alors soit ), X, converge presque sdrement
soit > X, diverge presque strement. En effet, on définit la tribu asymptotique de la suite
comme dans la définition 2.3-2 et on remarque que

E X, converge si et seulement si, pour tout IV, E X, converge.
n>0 n>N

Z X, converge| € Fn

n>N

donc I'événement [y X, converge] € Fy pour tout N et donc [ X, converge] € £. On en
déduit que la probabilité de cet événement est 0 ou 1, ce qu’il fallait démontrer.
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Théoréme 2.3 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soit (Ap,)nen une suite d’événements de F.

1. Si )., P[Ay] < +oo alors P[limsup,, A,] = 0 (presque strement, seul un nombre fini
de A, se réalise).

2. Si ) P[A,] = 400 et si les (Ay)nen sont indépendants, alors P [limsup, A,] = 1
(presque siirement une infinité de A,, se réalise).

Démonstration :
1. On a

n—-+oo n——+oo

m>n m>n

P {limsupAn} = lim P [ U Am:| < lim P[Anm].

Or si la série converge, la queue de la série tend vers 0, et donc la probabilité de la limite
supérieure est nulle.

2. On montre en fait que
P [(hmsup An) } =P [limianfL} =0.

En effet,
N

P [imne 47] = tim_7 [Q Am] =t TPl

car les événements sont indépendants. Or

N N
[T0 - Bla) < [[ e = e S0

k=n k=n

et cette derniére quantité tend vers 0 quand N tend vers 'infini parce que la série des probabilités
diverge. On a donc bien montré le résultat souhaité.

2.3 Convergence de suites de variables aléatoires

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé.

2.3.1 Différents types de convergence

Définition 2.4
Soient (X, )nen et X une suite de v.a. et une v.a. définies sur (2, F) et & valeurs dans
(E,B(E)) un espace vectoriel normé muni de sa tribu borélienne. On dit que
O (Xn)nen converge vers X presque strement si P [lim, 00 X, = X] = 1.
O (X,)nen converge vers X en probabilités si pour tout ¢ > 0, P[|X,, — X| >¢] — 0
quand n — +oo.
O (X»)nen converge vers X en loi si E [h(X,,)] = E [h(X)] pour toute fonction h continue
bornée sur (E,B(E)) et a valeurs dans R.

O (Xn)nen converge vers X dans LP(Q), F,P) (pour un p € [1,400]) si toutes les v.a. X,
et X sont LP(Q, F,P) et ||X,, — X||, — 0 quand n — +o0
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Remarque: Si (F,&, 1) est un espace mesuré et si 'on considére des fonctions mesurables a valeurs
dans un espace vectoriel normé de norme | - | muni de sa tribu borélienne (F, B(F')), alors

. Sil<p< 400, lanorme || ||, est définie par

1
15ty = ([ 157a) " pour tout 5 € 175,
Q

. Lespace L™ (E, &, u) est 'espace des fonctions mesurables presque stirement bornées et la norme
L est la plus petite des constantes qui majore presque sirement la norme dans F', appelée
aussi le supremum essentiel.

. Les espaces LP sont des espaces de Banach.
. Pour tous f € L? et g € L? avec 1/p+1/q=1, fg € L* et on a I'inégalité de Holder

Lfglls <1 fllsllglla-

Dans le cas p = ¢ = 2, cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz.
. Pour tout f, g € L?, on définit

(f.g)s = /E Fadp.

Cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur L? qui est un espace de Hilbert.
. Si u(E) < +oo alors L™ C LP C L' pour tout p €]1, +o0].
. Si u(E) =1 alors ||f|], < ||f|],» pour tout p’ > p dés que f € .
. Si u(E) =1etsi fe LP alors on a l'inégalité de Markov suivante :

u(lf] >e) < S%Eﬂf\p] pour tout € > 0.

. Soit f > 0 presque partout, une fonction intégrable. Alors pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel
que pour tout A € &,

,u(A)<6$/fdu<s.
A
Remarque: Dans les espaces L?, on identifie les fonctions qui sont égales presque partout.

2.3.2 Critéres de convergence

Proposition 2.6

La suite (X,,)nen converge presque sirement si et seulement si

P ({limsup[|X,, — X| > ¢]| = 0 pour tout € > 0.

n—-+o0o

Démonstration: X, — X si et seulement si pour tout € > 0, il existe n € N tel que pour tout m > n,
| Xm — X| < e. Autrement dit

[X» — X quand n — +oo] = m U ﬂ (| Xm — X| <e] = ﬂlﬁlllilgg[|Xn—X| <egl

e>0neNm>n e>0

Les ensembles lim inf,,[| X,, — X| < €] décroissent quand & décroit vers 0. Donc
P[X,, — X] =1 si et seulement si P [limianXn -X| < E]] = 1 pour tout € > 0,

d’ot1 le résultat annoncé en passant au complémentaire.
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Théoréme 2.4 (Convergence en loi)

Soient (Xp)neny et X une suite de v.a. et une v.a. définies sur (0, F) et a valeurs dans
(E,B(E)) un espace vectoriel normé muni de sa tribu borélienne. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) (Xn)nen converge vers X en loi.

(ii) Pour toute fonction h uniformément continue bornée de (E,B(E)) dans (R,B(R)),
E [h(X,)] = E[h(X)] quand n — +oo.

(iii) @ P[X, € F] <P[X € F] pour tout ensemble F fermé.
n—-—+0o0

(iv) lim P[X, € O] > P[X € O] pour tout ensemble O ouvert.
n—-+o0o

(v) Fonctions de répartition : dans le cas ou E = R, Fx, (z) — Fx(x) en tout point de
continuité x de F'x.

(vi) Fonctions caractéristiques : dans le cas ot E = R%, ¢x (t) = ¢x(t) pour tout t € R4,

Démonstration : On fait une preuve partielle du théoréme.
(i)=(ii) Evident.
(ii)=(iii) Soit F' un fermé. Pour tout k € N*, on définit

1
F, = {x €E/d(z, F) < %} oud(z,F) = 1r€1f7 | — y| est la distance de z & F' dans E.
Y

Soit g définie sur R™ par g(t) = 1(o,1(¢)(1 — ¢) uniformément continue sur R*. Pour tout k, on
définit alors sur F la fonction fi par fr(x) = g(d(x, F)k). Alors fi est uniformément continue
car d est Lipschitzienne. De plus, 1r < fx < 1g,. On en déduit que, pour tout k,

P[X, € F]=E[1p(Xn)] < E[fx(Xn)] pour tout n,
et donc en passant a la limite supérieure et en utilisant (ii),

limsupP [X,, € F] < E|[fr(X)].

n——+oo
Mais, en utilisant la seconde inégalité, E [fx(X)] < P[X € Fj], d’ou
limsupP[X, € F] <P[X € Fy] pour tout k.

n—-+oo
Comme (Fy)r est une suite décroissante d’ensembles, [X € Fj| est une suite décroissante
d’événements et on obtient

limsupP[X, € F] <P

n——+oo

(X € Fy

k

F:ﬂﬂ

k

:P{XeﬂFk
k

enfin, comme F est fermé,

ce qui conclut la preuve.
(iif)<(iv) Par passage au complémentaire.
(iii),(iv)=(v) Soit ¢t € R fixé. Pour tout n, Fx,(t) = P[X €] —oco,t]] donc en utilisant (iii) on obtient
lim, Fx, (t) < Fx(t). D’autre part, P[X, €] — oo,t]] > P[X, €] — 00, ] pour tout n et on en
déduit lim, F'x,, (t) > P[X €] — oo, t[] en utilisant (iv). Mais pour tout s < ¢,

P[X €] —o0,t[] > P[X €] — o0, 8]] = Fx(s),

ie. lim F

x,, (t) > Fx(s) pour tout s < t. On en déduit donc que si Fx est continue en t,
lim, Fx, (t)

o (t
> Fx(t), ce qu’il fallait démontrer pour conclure.
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...=(i) Pour remonter de (ii), (iii) ou (iv), ou (v) vers (i), il faut utiliser des arguments de densité que
I'on admet ici.

(ii)=(vi) Evident.
(vi)=-(i) Théoréme de Paul Lévy ci-dessous.

Théoréme 2.5 (Théoréme de Paul Lévy)

Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires. Si la suite des fonctions caractéristiques (px, Jnen
converge simplement vers une fonction g continue en 0 alors g est fonction caractéristique
d’un vecteur aléatoire X et (X, )nen converge en loi vers X.

Nous admettons la preuve de ce résultat qui repose sur la convergence étroite des mesures et
sur le lien entre cette convergence et la convergence des transformées de Fourier des mesures.

Théoréme 2.6
Soient (X, )nen €t (Yn)nen deux suites de v.a. convergeant respectivement en loi vers X et
Y.

1. SiY = c presque stiirement, avec ¢ constante, alors le couple ((X,,Y,))nen converge en
loi vers (X,Y) = (X, ¢).

2. Si X, et'Y,, sont indépendantes pour tout n alors ((Xn,Y:))nen converge en loi vers
un couple de v.a. (X,Y) indépendantes et telles que L(X) = L(X) et L(Y) = L(Y).

Démonstration :
1. A faire en exercice (section 2.5.2).

2. Pour tout n, si X, et Y, sont indépendantes, on a, pour tout (, s), ©(x,.v,)(t, 8) = ¢x, (t)ev, (s) =
ex (t)py(s), d’ou le résultat.

Remarque: On voit donc que la convergence en loi des marginales n’entraine pas la convergence en loi
des vecteurs en général. En revanche, la convergence en loi des vecteurs entraine bien la convergence
en loi des coordonnées. Par exemple ¢x,, (t) = ¢(x,,v,)(t,0).

Proposition 2.7

La suite (X,,)nen converge en loi vers X dans R? si et seulement si, pour tout a € R?,
({a, X ))nen converge en loi vers {(a, X).

Démonstration: Si (X,,), converge en loi vers X, alors comme x — (a, z) est une application continue,
x — h({a,z)) est une fonction continue bornée pour tout h continue bomée et E [h({a, X,))] —
E[h({a, X))] quand n tend vers +oo, donc ({a, X,))nen converge bien en loi vers (a, X).
Réciproquement, on remarque que pour tout ¢ et pour tout n ¢x, (t) = @, x,,)(1) et donc la conver-
gence en loi des produits entraine bien la convergence en loi de X,.

Remarque: Avec cette proposition, on voit bien que la convergence en loi des coordonnées ne suffit pas
pour avoir la convergence en loi du vecteur : il faut la convergence en loi e toutes les combinaisons
linéaires des coordonnées pour avoir la convergence en loi du vecteur.
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Liens entre les convergences des v.a.

Théoréme 2.7

(Xn)nen et X sont respectivement une suite de v.a. et une v.a. définies sur (Q, F,P) a valeurs
dans un espace vectoriel normé E. On a :

1.

Si (X,)nen converge vers X dans ¥ alors (X )nen converge vers X dans LP pour
1<p<p <oc.

Si (X, )nen converge vers X dans un LP pour 1 < p < 400, alors (X, )nen converge
vers X en probabilités.

Si (X )nen converge vers X presque surement alors (X, )ncn converge vers X en pro-
babilités.

4. Si (X,,)nen converge vers X en probabilités alors (X,,)n,en converge vers X en Ioi.

5. Si (X,)nen converge vers X dans L™ alors (X, )nen converge vers X presque surement.

Si (X, )nen converge vers X en probabilités alors il existe une sous-suite de (X, )nen
qui converge vers X presque siirement.

Si (X1 )nen converge vers X dans un LP pour 1 < p < 400, alors il existe une sous-suite
de (X,,)nen qui converge vers X presque sirement.

Question : Faire un schéma pour représenter ces convergences.

Démonstration :

1.

Vu dans une section précédente. Repose sur les inégalités entre les normes obtenues grace aux
inégalités de Holder.

. On suppose que (X,)n converge vers X dans L? et on utilise les inégalités de Markov de la

remarque a la suite de la definition 2.4 : pour tout € > 0 et pour tout n,

1
SE(X0 - XP7).

P[Xn - X| > < 5

. On suppose X,, —+ X presque siirement. Soit € > 0 fixé. On a

PHXn — X| > E] = / 1[\Xn—X\>5]d]P)«
Q

Comme X, — X presque siirement, la fonction indicatrice est nulle pour n assez grand en
presque tout point de Q (donc converge p.s. vers 0). En outre, la fonction indicatrice est majorée
par la constante 1 qui est intégrable et donc, par le théoréme de convergence dominée,

P[| X, — X| > ¢] — 0 quand n — +oo.

On suppose que X,, — X en probabilité. Soit A une fonction uniformément continue bornée.
Alors, pour tout ¢ > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tous (z,y) € E? tels que |z —y| < n,
|h(z) — h(y)| < e. Par ailleurs, pour tout n > 0,

IE[h(X,)] — E[R(X)]| < / Ih(X,) — h(X)|dP

/HX _x|<n] |h(Xn) — h(X)‘d]P’Jr/ |h(X,) — h(X)|dP.

[ Xn—=X|2n]

Donc pour le i défini plus haut, on obtient

[E [A(X7)] = E[R(X)]] < eP[|Xn — X| < 7] + 2/[h[|ocP [| X0 — X| = 7],



2.3. CONVERGENCE DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES 25

On majore P[| X, — X| < n] par 1 et pour ¢ et 7 fixés, on définit ng tel que, pour tout, n > no,

9
PXn— X|>n) < 50
217l

On a donc montré, pour tout € > 0, il existe no tel que pour tout n > ng,
|E [2(Xn)] = E[R(X)]] < 2¢

ce qui conclut la preuve.
5. Evident.

6. On suppose X,, — X en probabilité et on fixe £ > 0. Pour a quelconque, il existe ng tel que
pour tout n > ng
P|X, - X|>¢] <a.
Alors, on peut construire une suite croissante d’entiers (n)ren= (de sorte que (Xy, )r soit une

suite extraite de (X, )nen) telle que pour tout k

1
P{|Xn, — X| > €] < 75

On a alors en particulier
1
> P Xn, — X| > €] < Zﬁ < +o0
E>1 E>1

et donc, d’apreés le lemme de Borel-Cantelli Théoréme 2.3,

P [Iimsup[\Xn,c - X|> 6}] =0

k—+oo

ce qui, d’aprés le critére de convergence Proposition 2.6, équivaut a X,, — X presque strement.
On a donc bien une sous-suite qui converge presque siirement.

7. 11 suffit d’appliquer les propositions 2. et 6. ci-dessus.
Proposition 2.8

Si (X,,)n converge en loi vers une constante ¢ alors (X,,), converge en probabilité vers c.

Démonstration: Soit € > 0. |X,, — ¢| > € si et seulement si [X,, € F| ou F =] —oco,c—¢]U[c+e¢,+00]
est fermé. Donc, comme (X, ), converge vers ¢ en loi,

lim P[|X,—c|>¢] <P[c€ F]=0,

n——+oo

et (Xn»)n converge vers X en probabilité.
Théoréme 2.8
[Convergence dominée pour la convergence en probabilité] Soit (X, )nen une suite de v.a. qui

converge en probabilité vers une v.a. X pour unp > 1. S’il existe Y € LP telle que | X,,| < Y|
presque strement pour tout n alors (X,,), converge vers X dans LP.

Démonstration: Comme (X, ).en converge en probabilité vers X, il existe une sous-suite qui converge
presque sfirement vers X et on en déduit |X| < |Y| presque stirement et donc X € LP. On peut donc
remplacer X, par X, — X et X par 0 et comme la convergence L? est la convergence L' de la piéme
puissance, on est ramené a démontrer le résultat suivant : si (X,)n converge vers 0 en probabilité
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et si la suite est dominée par |Y| pour Y € L', alors (X,,), vers 0 dans L', i.e. E[|X,|] = 0 quand
n — 0. Pour tout n et pour tout € > 0, on a

/|Xn|dP / |Xn|dIP+/ | X, |dP
Q [[Xn|>e] [[Xn|<e]

/ IV |dP + <P [| Xn| < ].
[1Xn|>e]

IN

On majore le second terme par . Pour le premier, on utilise la derniére propriété de la remarque qui
fait suite a la définition 2.4 en vérifiant qu’elle implique que si (A4, ). est une suite d’événements tels
que P[A,] — 0 quand n — +oo, alors

/ ZdP — 0 quand n — +00
An

pour toute fonction Z presque srement positive intégrable. On I’ applique & A, = [|X,| > €]
dont la probabilité converge bien vers 0 quand n tend vers U'infini et Z = |Y|, on en déduit que le
premier terme tend vers 0 quand n tend vers +oco, puis que E [| X, |] < 2¢ pour n assez grand et donc
limy,— 400 E[| X,|] = 0.

2.4 Théorémes limites

2.4.1 Lois des grands nombres

Théoréme 2.9 (Loi faible des grands nombres)

Soit (Xy)n une suite de v.a. i.i.d. intégrables. Alors

X +..+ X,

— E[X] en probabilité et dans L.
n

Remarque: En 1A, on a montré une version L? pour des v.a. décorrélées a variances bornées dans
laquelle on obtient la convergence en probabilité et dans L2.

Théoréme 2.10 (Loi forte des grands nombres)

Soit (X,,), une suite de v.a. i.i.d. intégrables. Alors

X, +..+X,
n

— E[X] presque siirement.

En outre, si la suite est dans L?, la convergence a lieu dans L? également.

2.4.2 Théoréme limite central

Théoréme 2.11 (Théoréme limite central)

Si (X,,), est une suite de v.a. i.i.d. de R? de carré intégrable alors

X, 4.+ X,
n

\/ﬁ< —E[Xﬂ) — Ny(0, Cov [X1]).
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Démonstration : On montre la convergence des fonctions caractéristiques.

X1+ ...+ Xn
n

O dans R. On pose X, = , on suppose E [X;] = 0 et on pose Var [X;] = o2, Alors,

pour tout ¢,

f(t)_ i = i n— 1+0_1ﬁ02+0 l !
SD\/EX,,L = PXi14+..4+Xn \/ﬁ =¥x; \/’ﬁ - 2n n .

. 1 . . .
Cette quantité converge* vers exp (—502752) qui est bien la valeur en ¢ de la fonction carac-
téristique d’une v.a. N(0,0?) donc le résultat est démontreé.

O dans R% On utilise Iégalité iz, (t) = @, yax,, (1) pour tout t € R? et on conclut en
utilisant le résultat déja démontré dans R (a faire en exercice).

2.5 Exercices

2.5.1 Calculs asymptotiques

Exercice 2.9.
Soit (X,,) une suite aléatoire i.i.d. On pose S, = X1 + - - - + X,,. Montrer que

1. sup,, X,, = +o0 p.s ou sup,, X,, < +00 p.s.

Sn ..
2. — diverge ou converge p.s.
n

Exercice 2.10. [Une marche aléatoire simple]

Un joueur lance une piéce une infinité de fois. Soit p €]0,1[, p # 1/2, la probabilité d’obtenir
"face" & un lancer. Soit S,, la v.a. égale au nombre de face obtenu diminué du nombre de "pile",
en n lancers. On pose Sy = 0.

1. Calculer P[S,, = 0] selon la parité de n.

2. Soit N = Card{n € N* : S,, = 0} le nombre d’instants ou la trajectoire coupe l’axe des
temps. Montrer que ’espérance de NN est finie.

3. Calculer P [lim sup(S,, = 0)].

Exercice 2.11. [Apparition d’un mot dans un schéma de Bernoulli]

On cherche la probabilité d’apparition d’une chaine de piles et faces fixée dans une suite infinie
de lancers indépendants d’une piéce équilibrée ou non. On fixe donc un mot de longueur & avec
[ piles et k — [ faces. On note X;, Xo, ... les résultats des lancers et pour tout n > 1 et A,
I’événement "le mot apparait dans la séquence X, y1,..., X 4x".

1. Calculer la probabilité de A,,.

2. Montrer que presque stirement le mot fixé apparait une infinité de fois.

1. Ce résultat asymptotique est aussi valable pour des nombres complexes.
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2.5.2 Convergence des variables aléatoires

Exercice 2.12. [Théoréme de Slutsky]
On suppose que la suite de v.a. (X,,), converge en loi vers une v.a. X et que la suite (Y,,),
converge en loi vers C, avec C constante presque siirement,.

1. Montrer que (Y;,), converge en probabilité vers C' (Proposition 2.8).

2. En déduire que le couple ((X,,Y,,))n converge en loi vers (X, C). Indication : On pourra
utiliser le point ii du théoréme 2.4 .

3. En déduire que

X, +Y, 5 X +C, X,Y, -5 XC, X,/Yn -5 X/C, (si C #£0).

2.5.3 Les théorémes de convergence

Exercice 2.13.
Soit (X,,)n une suite aléatoire i.i.d. de loi P de fonction caractéristique ¢. Posons Y;, = (X, +
Y,—1)/2 pour tout n > 1, avec Yy = X/2.

1. (a) Exprimer Y, en fonction de X; pour 0 <i < n.

(b) Calculer la fonction caractéristique ¢,, de Y;, en fonction de ¢ et de n.

(c) Etudier la convergence en loi de la suite (Y,), lorsque P est la loi de Cauchy Cs(1).
2. Etudier la convergence de (3°1 ; X;/n), et (3 i, X;/v/n), pour la loi P ci-dessus.

Exercice 2.14. Démontrer le théoréme 2.8 pour p = 1.
Exercice 2.15. Soit (&;,7 > 1) une suite de v.a.i.i.d de loi N(0,1). Pour n > 1, on pose

XO = 07Xn = eanl + gna

ouf € R.
1. Calculer la fonction caractéristique de X,,. En déduire la loi de X,,.

2. On suppose que |f| < 1. Montrez que X,, converge en loi vers une variable X dont on
précisera la loi.

3. On suppose que |f| > 1. Déterminer la loi de 87" X,,.
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Les chaines de Markov sont des processus & temps discret ayant deux caractéristiques :
1. ensemble des états pris par le processus est dénombrable.
2. Conditionnellement au présent, le futur est indépendant du passé.

Ces caractéristiques (ainsi que ’homogénéité — cf. plus loin) permettent une étude poussée
de ces processus.

3.1 Généralités sur les chaines de Markov.

Soit X = (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, F, P).
On suppose que tous les X, prennent leurs valeurs dans un ensemble E dénombrable. On peut
alors considérer que £ = N et nous noterons les éléments de E comme des entiers avec les
notations 4, j, k,...

Définition 3.1

Soit X = (X, )nen une suite de variables aléatoires entiéres. On dit que X est une chaine
de Markov si, pour tout n € N et pour tout (g, ...,%,,j) € N**2,

P[X,t1 = j|Xo =10, ., Xpn = in] = P[Xpp1 = j§| Xn = in).

Une chaine de Markov est donc caractérisée par ses probabilités de transition P [X,, 11 = j| X, = 1].
En particulier :

29
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Définition 3.2

On dit qu’une chaine de Markov X = (X,,),cn est homogéne si, pour tout n € N et pour
tout (i,j) € N2, P[X,, 41 = j|X,, = i] ne dépend pas de n.

On note en général pour une chaine homogéne, la probabilité de passer de I’état i dans ’état

bij = P[Xnt1 = j|Xn = 1].

La « matrice » P = (p;;)i jen est alors appelée la matrice de transition de la chaine. Elle est
caractérisée par le fait que tous ses coefficients sont positifs et que, pour tout ¢ € N,

Zpij =1.
JEN

Une telle matrice s’appelle une matrice stochastique.
On notera pz(-;l) =P[X,, = j|Xo = i] la probabilité de passer de 1’état i & j en n étapes.

3.2 Exemples.

3.2.1 La chaine a deux états.

Déterminer la matrice stochastique associée a cette chaine et réalisez-en une représentation
sous forme de graphe dont les sommets représentent les états et les arcs orientés et pondérés les
probabilités de transition.

3.2.2 La marche aléatoire sur Z.

Elle décrit la position d’un mobile qui se déplace, indépendamment de sa position, d’un pas
vers la droite avec probabilité p et d’un pas vers la gauche avec probabilité g et reste sur place
avec une probabilité 1 — p — q.

3.2.3 Le modéle de diffusion d’Ehrenfest.

C’est un modele discret de diffusion d’un gaz. On suppose que a boules numérotées de 1 a a
sont réparties dans deux urnes notées A et B. A chaque étape, on tire au hasard un numeéro de
1 & a avec probabilité uniforme, puis on change d’urne la boule qui a été tirée. Modéliser la suite
(Xn)n>1 des nombres de boules successifs qu’il y a dans 1'urne A.

3.2.4 La ruine du joueur.

Les joueurs A et B jouent & pile ou face. Il y a a euros en jeu en tout. Un euro passe de A
a B avec probabilité p et de B 4 A avec probabilité ¢ = 1 — p. Le jeu s’arréte lorsque 1'un des
joueurs est ruiné. On note X,, la fortune de A a l'issue de la n-iéme partie.

3.2.5 Le modéle bonus-malus.

Une compagnie d’assurance classe les niveaux de bonus-malus de ses clients selon 1’échelle
0,1,2,..., I’état 0 étant le plus avantageux pour le client. On note X, le niveau de malus d’un
client I’année n. L’année n + 1, le niveau de malus est calculé en respectant les régles suivantes :
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1) le niveau de malus ne peut baisser ; 2) le niveau de malus augmente du nombre d’accidents par
an; 3) ce nombre suit tous les ans une loi de Poisson de paramétre A\ indépendante du nombre
d’accidents les années passées.

3.3 Propriétés des chaines de Markov homogénes.

Dans cette section (X, )nen est une chaine de Markov homogeéne. On note 7™ la loi ou dis-
tribution de X, ; c’est le vecteur ligne (éventuellement infini) de [0, 1], défini, pour tout j € E,
par

s

3
|
=
>
|
=,

et satisfaisant donc E 7T? =
JEE

Proposition 3.1

Soit (X, )nen une chaine de Markov de matrice de transition P. Alors, pour tout n € N,

P[Xnp1=41=> piP[X,=i], Vj€cE.
el

Démonstration: On utilise la formule des probabilités totales :

P[Xni1 =351 = > P[Xpp1 = j|Xn =i]P[Xn =] = > piP[X, = 1i].

el el
Avec la notation pour la loi de la chaine, I’égalité de la proposition précédente s’écrit
"t =g p.
De cette égalité, on déduit par récurrence que
o =P,

Plus précisément, on a la propriété suivante :

Proposition 3.2 (Propriété de Chapman-Kolmogorov)

Soit X une chaine de Markov homogéne de matrice de transition P. Pour tout n, on note
P(") ]a matrice de transition de la chaine en n étapes. Alors

P — pn

Démonstration: On le montre par récurrence : soient i, j € E. Pour tout n € N, la probabilité de
passer de i & j entre les instants n et n + 2 est
IP [Xn+2 - j, X7L+1 == k,Xn == 7,}
P[X, =1

P =P[Xnr =X =i] =Y
ke

= P[Xnpo =l Xnt1 =k Xp = ilP[Xpp1 = k| X0 =] = ) prspix = (P?)s;.
keE keE
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Proposition 3.3 (Loi de dimension finie d’une chaine)

Soit (X, )nen une chaine de Markov de matrice de transition P. Alors, la loi de dimension
finie de la chaine est donnée, pour tout m > 1 et pour tout (ig, ..., i) € E™T!, par

m—1
P [XO = 19, ...,Xm = im] =P [XO = 7;0] H Pijigeqn-
k=0
Démonstration: On a
P[Xo =10, Xm =tm] = P[Xm =1im|Xo="1t0,...; Xm-1=tm-1]P[Xo =0, ..c; Xm-1 = tm—1]

= Dip_1imP[Xo =i0,..., Xrn—1 = m—1]

et le résultat souhaité s’obtient par récurrence.

3.4 Irréductibilité, probabilités stationnaires.

On considére des chaines a états dans £ = N.

3.4.1 Classification des états d’une chaine.

Définition 3.3

Soient 7,j € FE. On dit que ¢ conduit & j et on note i ~ j s’il existe n tel que p(@)

&>,

Proposition 3.4

C’est une relation réflexive (i ~ i), et transitive (i ~ j et j ~ k, alors i ~ k) sur les états.

Démonstration : p@

i, = 1 donc ¢ ~ 1.

Sii~jetj~ k, alors 3n, m >0 tels que pi’ > 0 et py,:) > 0. Il vient p{ ™™ = 3, piplm) >
pE?)pEZL) > 0 donc @ ~~ k.
Définition 3.4

Soient 7,5 € E. On dit que ¢ et 7 communiquent et on note ¢ ¢~ j si i ~> j et j ~ 4.

Proposition 3.5

C’est une relation d’équivalence.

Démonstration : Elle est symétrique par définition, transitive et réflexive d’aprés la proposition pré-
cédente.

On définit ainsi des classes d’équivalence sur E, ce qui nous donne une partition des états.

Exemple: Classification des états des chaines a deux état.

1—a a
Pz( 3 175),a,ﬂ€[071].
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Définition 3.5

On dit qu’une chaine est irréductible s’il existe une seule classe d’équivalence pour la
relation.

La notion d’irréductibilité est lié¢ & la matrice de transition de la chaine et non & la loi initiale.
Pour montrer qu’une chaine de Markov est irréductible, il peut étre utile de tracer un graphe
orienté dont les sommets sont les états de la chaine et ol une aréte représente une transition
possible (I'aréte (4, j) existe uniquement si p;; > 0). La chaine est alors irréductible si et seulement
g'il existe un chemin fermé passant au moins une fois par tous les états de la chaine.

3.4.2 Probabilités stationnaires.

L’une des problématiques les plus courantes concernant les chaines de Markov homogénes
consiste & déterminer leurs distributions ou (probabilités ou mesures) invariantes (ou station-
naires) et & étudier la convergence éventuelle de la chaine vers ces distributions.

Définition 3.6

Soit (X, )nen une chaine de Markov homogéne de matrice de transition P. On dit que la
distribution 7 = (7;);c g est invariante pour la chaine si

T =m7P.

Remarque: Du fait que P est une matrice stochastique, la valeur 1 est une valeur propre de P associée
aux vecteurs propres constants. Les distributions invariantes, si elles existent, sont les transposées
des vecteurs propres de P’ associés & la valeur propre 1.

Proposition 3.6

1. Si I’espace d’états est fini, il existe toujours au moins une mesure stationnaire.

2. Si la chaine est irréductible, il existe au plus une mesure stationnaire.

Remarque: Le point 1 est une conséquence de théoréme de Perron-Frobenius.
Corollaire 3.1

Si la chaine est irréductible sur un espace d’états fini, il existe une unique mesure stationnaire.

Lorsque la distribution stationnaire est unique, on s’intéresse au comportement asymptotique
de la chaine, en particulier, on cherche les conditions sous lesquelles la loi d’une chaine converge
vers la distribution stationnaire.

Proposition 3.7

Soit (X, )nen une chaine de Markov a états finis {1, ..., N}. On suppose que, pour tout i €
{1,...,N}, (P[X,, = i])nen converge et on note m; sa limite. Alors = = (m1,...,mn) est une
distribution invariante pour la chaine.

Démonstration: Comme I’ensemble des distributions de probabilité sur {1, ..., N} est fermé dans RY, 7
est une distribution de probabilité. D’autre part, on a 7" ! = 7™ P pour tout n et comme 1’application
7 — wP est linéaire de RY dans lui-méme, elle est continue, et donc 7 est un point fixe de cette
application, soit m = wP.
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Remarque: Pour avoir un résultat analogue pour un espace d’état E dénombrable, il faut se donner
une topologie sur R¥ qui assure

— la fermeture de 'espace des distributions sur E dans RZ,

— la continuité de 'opérateur m — 7P de 'espace des distributions sur ¥ dans lui-méme.

Par conséquent les limites en loi de la chaine, si elles existent, sont les distributions invariantes
de la chaine. Réciproquement, il est clair que si 7 est une probabilité invariante alors une chaine
admettant m comme distribution initiale est stationnaire. Par contre, on n’est pas assuré de la
convergence de toute chaine vers la distribution invariante méme si elle existe et est unique.

Dans la suite, nous cherchons & déterminer les distributions stationnaires des chaines de
Markov homogénes et nous étudions la convergence en loi de ces chaines.

3.5 Décomposition canonique des chaines de Markov.

3.5.1 Récurrence/transience.

Définitions 1. Soit X une chaine de Markov sur E et soit ¢ € E.

— On note 7; le premier passage de la chaine & ’état i, i.e.
7, = inf{n >0/ X,, = i}.
La variable aléatoire entiére 7; s’appelle un temps d’arrét cf Chapitre 4.
— Le nombre de passages en i de la chaine est noté Ny, N; = - 11x,—-

Dans la suite, on note P; la probabilité conditionnée par le fait que la chaine soit initialement
dans I’état 7. L’espérance relative & cette probabilité est notée [E;.

Proposition 3.8

Pour tout ¢ € E et pour tout j €

EiN; = pl).
n>0

Démonstration: Comme

Nj = 1ix,=j, dott Bi[N;] = > Ei[11x,—] .

n>0 n>0

Mais E; [1jx, ;] = Pi[X, = j] = p{7.

Définitions 2. Soit i € F. On dit que
— i est récurrent si P;[r; < +o00] =1 (partant de 4, la chaine repasse en i presque stirement) ;

— i est transient si P;[r; < +o0] < 1.
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Théoréme 3.1

B Soit i € FE. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. L’état i est récurrent ;
2. Pi[N; = +o0] =1;
3. E;[N;] = +o0.

Démonstration: La démonstration de ce théoréme repose sur le résultat suivant N; ~ G(1 — P;[r; <

o0]). De plus
Pi[N; = 400] = lim P;[N; > k] = lim (P;[r < 400])*
k—+o00 k—4o00

D’ou la premiére équivalence. On obtient aussi facilement 1'équivalence entre 1) et 3).

Théoréme 3.2

Si i est récurrent et i ~~ j alors j est récurrent et j ~- 1.

Démonstration : Si j ne conduit pas a i alors comme il est possible d’aller de 7 en 7, la récurrence de ¢
est mise en défaut puisqu’avec probabilité non nulle on peut aller de ¢ & j et on ne retournera jamais
en ¢. Donc j ~ 1.
Montrons qu’alors j est récurrent. On note n;; et nj; les entiers tels que

(n (nji)

p””)>0etp > 0.
On remarque que, pour tout n > 1,
Py > g,
On en déduit que
Zp;;zvan]an) > (?Jl) E;”) Zp“
n>0 n>0

Finalement, comme ¢ est récurrent et par la proposition 3.8 et le théoréme 3.1 appliqué deux fois,
I’état j est récurrent.

Corollaire 3.2 (nature des états d’une chatne irréductible)

Dans une chaine irréductible, tous les états sont de méme nature.

On affine la classification des états récurrents avec la définition suivante.
Définitions 3. Soit ¢ un état. On dit que
— 1 est récurrent positif si E;[r;] < +o00;

— i est récurrent nul si E;[r;] = +oo0.

3.5.2 Lien avec les mesures invariantes.

Théoréme 3.3
1. Une chaine n’ayant que des états transients n’admet pas de probabilité invariante.
2. S’il existe un état récurrent positif alors il existe une probabilité invariante.

3. Si X est une chaine récurrente irréductible alors la probabilité invariante si elle existe
est unique et m; = 1/E;[7;].
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Théoréme 3.4

Si X admet une probabilité invariante 7, alors tout j € E tel que m; > 0 est récurrent

Théoréme 3.5

B Soit X une chaine irréductible. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. il existe un état récurrent positif;
2. il existe une probabilité invariante ;

3. tous les états sont récurrents positifs.

Exemple: On considére la marche aléatoire sur Z de l'exemple 3.2.2.
— Si p = q alors la chaine est récurrente nulle.
— Si p # q alors la marche aléatoire est transiente.
On le démontre dans le cas p+ g =1 soit g =1 — p.

1. Monter que la chaine est irréductible.

2. Montrer que pour tout n > 0, on a : pé%lﬂ) =0et pffg) = (Qn)p"(l —p)".

n

)

n

3. En utilisant la formule de Sterling n! ~ +/2mn (;)n, trouver un équivalent de péfg
déduire que la marche aléatoire est récurrente si p = 1/2 et transiente sinon.

et en

4. Lever l'indécision sur le type de récurrence dans le cas p = 1/2.

3.6 Deux théorémes ergodiques.

Les théorémes ergodiques sont les théorémes qui permettent de caractériser le comportement
asymptotique de moyenne d’une chaine de Markov & l’aide de la probabilité invariante lorsque
celle-ci est unique ou de conclure & la convergence en loi d’une chaine de Markov .

On donne ici pour une chaine & états dénombrables un théoréme sur la convergence des
moyennes ainsi qu’un deuxiéme résultat sur la convergence en loi de la chaine. Ce dernier résultat
nécessitant l'introduction de la notion d’apériodicité comme condition nécessaire et suffisante.

Les résultats de cette partie sont issus du polycopié de cours de Nizar Touzi.

3.6.1 Un théoréme ergodique pour les chaines irréductible et récur-
rente positive.

Théoréme 3.6 (Théoréme ergodique)

Soit (X, )nen une chaine de Markov irréductible et récurrente positive sur E. Alors il existe
une unique distribution invariante v et, pour toute fonction g : E — R positive ou telle que

Jlgldv =37, ck lg(k)v(k) < oo, on a :

n

lim lZg(X,-) — /gdl/ ps.

n——+oo N 4

quelle que soit la loi initiale 7° de X.
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3.6.2 Convergence en loi des chaines de Markov

Le théoréme ergodique implique que pour une chaine de Markov irréductible récurrente po-
sitive de loi invariante v alors

1 & 1 &
—EIP’X:':—E k(i ), P; —p.s.
"2 (X =1] nk:lﬂ' (i) = v(i), P; —ps

quelque soit 7,7 € F.
On s’intéresse maintenant a la convergence des 7" (4) et non plus simplement & la convergence
des moyennes de Cesaro. Ceci nécessite ’hypothése d’apériodicité.
Définition 3.7
— Soit ¢ € E. On appelle période de I’état ¢ le pged (plus grand commun diviseur) des n
tels que p{™” > 0. On le note d(i).

— Sid(i) = 1, on dit que ¢ est apériodique.

Proposition 3.9

L’apériodicité est une caractéristique de classe.

Corollaire 3.3 (chaine apériodique)

S’il existe un état apériodique dans une chaine irréductible alors tous les états sont apério-
diques et on dit alors que la chaine est apériodique.

Lemme 3.1

Pour tout ¢ € E les assertions suivantes sont équivalentes
1. d(i) =1
2. il existe n(i) tel que p™(i,4) > 0 pour tout n > n(i).

Démonstration: 2) implique 1) est triviale.
On montre 'autre implication. Soit des entiers ni,na, ..., ny tel que p™ (i,i) > 0et PGCD(n1,...,nk) =
1. Le théoréme de Bezout assure l'existence de qi,...,qx € Z tels que

k k k
quz =1=ua(i) — b(i) o a(i) = Z g et by = qu_nl.
=1 =1 =1

On pose n(i) = b(i)*> — 1 = (b(i) — 1)b(d) + b(i) — 1. Ainsi pour tout n > n(4) la division euclidienne
de n par b(x) s’écrit
n=4db()+r
= (d—7r)b(i) + ra(i)

k k
= (d—r)qum +7“qum.
1=1 =1

avec d > r. L’égalité de Chapman-Kolomorov implique donc que p"(i,7) > 0.
Théoréme 3.7
Si X est une chaine irréductible, récurrente positive, apériodique d’unique loi invariante v
alors (X, )nen converge en loi vers la probabilité invariante.

La preuve de ce résultat repose sur la proposition suivante
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Proposition 3.10

Soient X' et X2 deux chaines de Markov indépendantes de méme matrice de transition P ir-
réductible et apériodique. Alors la chaine produit Y := (X!, X?) est irréductible apériodique.
Si de plus P est récurrente positive, il en est de méme pour Y.

Démonstration: Soit(i1,i2,j1,72) € E*. La matrice de transition de la chaine Y est donnée par
(P ® P)(il,ig,il,ig) = P(i1,i1)P(i2,i2).

Comme P est irréductible, il existe deux entiers mi et ms tels que P™* (iy,jx) > 0,k = 1,2. Par
ailleurs on peut appliquer le lemme 3.1 & j; et j2. On en déduit que pour n > n(j1) +n(j2) +m1 +ma,
P"(ik, jk) = P™* (ik, ju) P (jk, ji) > 0, et

(P ® P)"(i1,i2,41,52) > P" (i1, 1) P" (i2, j2) > 0.

Ceci implique irréductibilité de la chaine Y. On en déduit I’apériodicité en remarquant que (P ®
P)"(i1,42,11,42) > 0 et (P ® P)" "' (i1,42,41,42) > 0 pour n > n(i1) +n(iz) et donc que d(i1,iz) = 1.
Enfin si P est récurrente positive elle admet une unique loi invariante v et on vérifie que v ® v est
invariante pour Y. D’otl le résultat avec le théoréme 3.5.

démonstration du théoréme 3.7 Soient X! et X2 deux chaines indépendantes de méme
matrice de transition que X. On introduit la chaine produit Y := (X1, X?2). Soit T := inf{n >
0,X}! = X2}. On peut remarquer que méme si les deux chaines ne sont pas issues de la méme
loi initiale, aprés le temps T elles ont la méme distribution. En remarquant que

P[X)=i] =P[X,=i,T>n|+P[X, =iT<n
=P[X)=4T>n]+P[X)=iT <n
<P[T>n]+P[X]=i].

Ainsi on obtient que P [Xl = z} -P [X,% = z] < P[T > n]. En inversant les roles il en découle
que |P [X} =i] —P[X2 =i]| <P[T > n] et si X¢ est distribué selon la loi invariante v, on a

B[X} =] - v(i)| <P[T > nl.

En passant & la limite on a que P[T > n] — P[T = oo] par convergence monotone. De plus
d’aprés le résultat précédent Y est récurrente positive. Par conséquent , T' = inf;c g 7;; < 00 p.S.
ou 7;; est le premier temps de retour de la chaine Y au point (4,4).
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3.7 Exercices

Exercice 3.1.[Ruine du joueur| On reprend le modéle de 'exemple 3.2.4.
1. Rappeler 'expression de X,, ,n > 0 et la matrice de transition. La chaine est-elle irreduc-
tible ?
2. Déterminer les états de la chaine.

3. Existe-t-il une probabilité invariante ? Est-elle unique 7 Pourquoi ?

Exercice 3.2.[Bruit qui court] Un message pouvant prendre 2 formes (oui ou non) est transmis
A travers n intermédiaires. On suppose que chaque intermédiaire transmet le message de fagon
correcte avec une probabilité p €]0,1[ ou le déforme en son contraire avec une probabilité 1 — p.
Les intermédiaires sont indépendants.

1. Modéliser cette situation par une chaine de Markov & 2 états.

2. Calculer la probabilité que 'information transmise par le n-iéme intermédiaire soit conforme
a Pinformation initiale. (indication : remarquer que (1,1) et (1,—1) sont vecteurs propres
de P et diagonaliser P)

3. Que se passe-t-il lorsque n — +o00?

Exercice 3.3.[Maladie contagieuse] Une maladie se contracte avec une probabilité 0,05. Quand
on ’a contractée, on peut soit en guérir soit avoir des séquelles irréversibles. Ces séquelles sont
associées 4 une immunité totale par la suite. Si on guérit avec une probabilité de 0, 3, en revanche,
on n’est immunisé que dans 50% des cas. Dans la population, par ailleurs, 1/5 des gens est
naturellement immunisé.

1. Modéliser ’état d’un individu vis & vis de la maladie dans la période de temps (n,n + 1)
par une chaine de Markov & 3 états : non immunisé (NI), immunisé sans séquelle (ISS),
avec séquelles (S). Donner son graphe, sa loi initiale et sa matrice de transition.

2. Classifier les états.

3. Existe-t-il une probabilité invariante ? Est-elle unique ? Pourquoi ?

Exercice 3.4.[Suites de v.a. et chaines de Markov| Soient S et C deux ensembles finis ou
dénombrables et f : S x C' — S une application. On considére une v.a. Xg a valeurs dans S, ainsi
qu’une suite de v.a. (Uy,)n>0 & valeurs dans C. On définit (X,,),>0 par la formule de récurrence :

Xn+1 = f(Xn» Un+1)

On suppose que les v.a. (Xo,U,...,U,,...) sont indépendantes, et les (U;);>o identiquement
distribuées.

1. Montrer que (X,,)n>0 est une chaine de Markov homogeéne, de matrice de transition

2. Application : marche aléatoire Soient Xy, &1, &o, ... des v.a. & valeurs dans N indépen-
dantes. X est de loi p et les & sont de méme loi. On définit la marche aléatoire (X,,)n>0
par :

Xn=Xo+&+...+&, (n>1)

Montrer que (X,)n>0 est une chaine de Markov homogéne. Calculer sa matrice de transi-
tion.
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Exercice 3.5.[Urne d’Ehrenfest] On considére deux urnes qui contiennent en tout N boules. A
chaque unité de temps, une boule est prise au hasard parmi toutes les boules et elle est placée
dans l’autre urne. Soit X,, le nombre de boules dans I'urne I au bout de n déplacements. On
suppose que Xy = 1.

1. Donner la matrice de transition P de la chaine de Markov.

2. En note m,, = E[X,,]. Montrer que my1; =1+ N1§2m"'

3. En déduire que m, = § + (1 — 2)" (1 - &).

Exercice 3.6. On considére une marche aléatoire symétrique en deux dimensions dont ’espace
des états est ’ensemble {(i,) : i =0,1,2;j = 0,1,2} i.e la probabilité d’aller a droite, & gauche,
en bas ou en haut est de 1/4. De plus, on suppose que les frontiéres sont réfléchissantes ; c’est-a-
dire lorsque le processus effectue une transition qui le ferait sortir de la région définie par I’espace
des états, alors il retourne a la derniére position qu’il occupait (sur la frontiére).

1. Déterminer la matrice de transition de la chaine de Markov.
2. Classifier ses états.
3. Existe-t-il une probabilité invariante ? Est-elle unique ? Pourquoi ?

4. Etudier la convergence de la suite.

Exercice 3.7. On considére une chaine de Markov homogéne, admettant (r+1) états, numérotés
de 0 a r (r > 2). On suppose que si le processus est dans I’état 0, il a la probabilité % d’y rester
et la probabilité % de passer dans 'un quelconque des états 1,2,---,r. Il a, d’autre part, la
probabilité nulle de passer a I’état 0 & partir de 'un des états 1,2,--- ,r. Enfin, §’il est dans
Pétat i (1 <i<r—1) (resp. r), il a la possibilité d’y rester avec la probabilité %, ou d’aller dans
(i +1) (resp. 1) avec la probabilité 3.

1. Donner la matrice de transition P pour r = 2,3 et les différentes classes ainsi que leur

périodicité.
2. Pour r =2 et n > 1, déterminer P"; trouver lim,, P™.

3. Pour r > 2, déterminer lim,, P"™. (Ind. on calculera lim,, Dy j)

Exercice 3.8.[Couverture publicitaire] Un fabricant veut fixer le niveau de publicité qu’il fait
passer dans un média. Il peut choisir entre une couverture publicitaire élevée (E) et une couverture
publicitaire moyenne (M). Les ventes mensuelles sont réparties en trois catégories suivant leur
nombre : Cy (peu de ventes), Cz (nombre de ventes normal) et C5 (beaucoup de ventes). On estime
que I’évolution de la catégorie des ventes mensuelles au cours du temps peut étre représentée par
une chaine de Markov, dont la matrice de transition dépend de la couverture publicitaire. Les
deux matrices de transition sont les suivantes :

0.2 0.5 0.3 06 04 O
couv. élevée: Prp= (0.1 0.5 04 et couv. moyenne : Py = (04 0.5 0.1
0.1 0.2 0.7 04 05 0.1

Un mois de vente de la catégorie C; (respectivement Cs, et C3) rapporte environ 9 000 euros
(respectivement 12 000 et 18 000 euros). Une forte couverture publicitaire coiate 5 000 euros
par mois, alors qu’une couverture publicitaire moyenne ne cotite que 1000 par mois. Calculer le
bénéfice moyen du fabricant sur une grande période de temps lorsque la couverture publicitaire
est élevée, puis lorsqu’elle est moyenne. Quel est le choix le plus rentable ?
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Exercice 3.9.[Marche aléatoire sur Z-Préparation du BE] On considére la marche aléatoire sur
Z de I'exemple 3.2.2.

— Si p = ¢ alors la chaine est récurrente nulle.

— Si p # ¢ alors la marche aléatoire est transiente.

On le démontre dans le cas p+ ¢ =1 soit g =1 —p.

1.
2.

3.

Monter que la chaine est irréductible.

Montrer que pour tout n > 0, on a : p((fg"'l) =0et p((fg) = (*")p"(1-p)"

n

)

En utilisant la formule de Sterling n! ~ v/2mn (2)", trouver un équivalent de p((fg et en

déduire que la marche aléatoire est récurrente si p = 1/2 et transiente sinon.

Lever I'indécision sur le type de récurrence dans le cas p = 1/2.

Exercice 3.10.[Bonus-Malus-Préparation du BE] On reprend le modéle de ’exemple 3.2.5.

1.

Rappeler 'expression de X,, ,n > 0 et la matrice de transition. La chaine est-elle irréduc-
tible ?

2. Déterminer les états de la chaine.

3. Existe-t-il une probabilité invariante ? Si oui est-elle unique ? Pourquoi ?

4. La suite de (X,,)n>0 admet-elle une limite ? Si oui en quel sens ?
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Conditionnement et martingales
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4.1 Espérance conditionnelle

On suppose connu partiellement le résultat d’une expérience aléatoire et on cherche & estimer
ce résultat au mieux en fonction de cette observation partielle.

4.1.1 Exemple introductif

On suppose connu le nombre de "pile" obtenus lorsque 1'on lance deux fois une piéce de
monnaie équilibrée et on cherche & estimer au mieux le résultat du premier lancer.

Modélisation : On note X; le résultat du i-éme lancer avec la convention X; = 1 si le lancer
donne "pile" et X; = 0 sinon. On suppose que les lancers sont indépendants. On cherche a estimer
X1 connaissant X; + Xs.

Question : Donner les valeurs de X; dans les cas suivants : X1+ X2 =0, X1+ X2 =2et X7+ X2 = 1.
Dans le denier cas on donnera la loi de X7 sachant X7 + X> = 1.

Sur I’événement [X; + X3 = 1], on n’a aucune information supplémentaire et on peut au
mieux calculer la moyenne o de Xi.

Question: Combien vaut-elle ?

En choisissant
0si X7+X2=0

X1: OéSiX1+X2:1
1si Xq4+Xo=2

on a choisi de donner pour chaque valeur prise par X; + X, ’espérance de X7 sur cet ensemble.

43
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Conclusion : On remarque alors plusieurs faits concernant la nouvelle variable aléatoire que
I’on vient de créer :

- elle est constante 1a ot X; + X est constante (elle est o(X; + Xo)-mesurable) ;
- elle a la méme moyenne que X; sur les ensembles ot X7 + X5 est constante;

- autrement dit, sur ces ensembles, elle est la meilleure approximation constante de X; au
sens des moindres carrés (i.e. dans L?).

Ces remarques constituent en fait les caractérisations de "approximation que ’on cherche a
définir. Cette approximation, qui est une variable aléatoire, s’appelle I’espérance conditionnelle
de X; sachant X7 + X5 et se note E [X7 | X7 + Xa].

4.1.2 Définition

Cette notion ne concerne que des v.a. intégrables et ’espérance conditionnelle est elle-méme
une v.a. intégrable.

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé.
Proposition 4.1

Soit X une v.a. définie sur (Q, F,P) et soit G une sous-tribu de F. Si X est intégrable, alors
il existe une unique v.a. a un ensemble négligeable prés Z intégrable G-mesurable telle que :

Pour tout A € G, / ZdP = / XdP. (4.1)
A A

Remarque: On retrouve les deux caractérisations discutées dans ’exemple précédent : ’espérance
conditionnelle de X est mesurable par rapport a I'information qui décrit le conditionnement et la
moyenne de X est préservée sur les événements constituant cette information.

Définition 4.1 (Espérance conditionnelle)

La v.a. Z de la proposition précédente s’appelle I’espérance conditionnelle de X sachant
G. On la note E[X |G].

Remarque: Si X est G-mesurable, on a alors E[X |G] = X presque stirement. Ce résultat, bien que
trivial est extrémement important.

Démonstration: On commence par supposer X > 0 P-presque sirement et on définit ’application
u(A) = / XdP pour tout A € G.
A

Comme X est intégrable, p est une mesure bornée sur G, et pour tout A € G, P(A) = 0= u(A) =0.
D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym, il existe une unique fonction Z G-mesurable telle que

u(A) = / ZdP pour tout A € G.
A
. . .. du . . L. R
Dans ce résultat, Z est intégrable positive et Z = i est unique & un ensemble négligeable prés.
Si X n’est pas positive presque siirement, on pose
_dpt du”

dP dP

avec
pt(A) = / XTdP et = (A) = / X dP pour tout A€ g
A A

et le résultat reste vrai.
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Définition 4.2 (Conditionnement par rapport a une variable)

Soit X une v.a.r. intégrable et soit 7" une v.a.r. On pose G = o(T). L’espérance condi-
tionnelle de X sachant T est E[X |[T] =E[X |o(T)].

Remarque: D’aprés un résultat du chapitre 2, E[X |T'] = g(T') pour une certaine fonction borélienne
g. Dans ’exemple introductif, on remarque

X1+ Xo

E[X1 | X1+ X2] =0 1x,4x,—0] + 3

' 1[X1+X2:1] +1- 1[X1+X2=2] =

NO| =

4.1.3 Caractérisations et exemples

Voici une autre caractérisation possible de E [X |G].

Proposition 4.2

Sous les hypotheéses de la proposition 4.1, Z = E[X |G] si et seulement si Z est G-mesurable,
intégrable et si

Pour tout Y G-mesurable et t.q. Y X intégrable, / YZdP = / Y X dP. (4.2)
Q Q

On pourra montrer ce résultat en deuxiéme lecture, il reprend les arguments constructifs du
chapitre 3 et les résultats de convergence du chapitre 4.

On a une caractérisation dans le cas L? qui reprend ’idée que la meilleure approximation
constante d’une fonction L? est sa moyenne vue dans le cas discret & la section 4.1.1.

Proposition 4.3

Si X € L*(Q,F,P) et si G est une sous-tribu de F, alors E [X |G| est la projection orthogonale
de X sur L*(Q,G,P).

Démonstration: L’espace L*(Q,G,P) est un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q,F,P). Soit Z la
projection orthogonale de X sur L*(Q,G,P) . Alors Z est G-mesurable et de carré intégrable par
construction. De plus, pour tout Y € L*(Q, G, P),

Y, X = 2)2 =0,

/YZdIP’:/YXd]P’.
Q Q

Donc Z satisfait bien les conditions de la définition de I’espérance conditionnelle en prenant ¥ =14
pour A € G.

c’es-a-dire

Proposition 4.4 (Cas discret)

Soit X une v.a. intégrable et soit G une sous-tribu de F.
1. Si G ={@,Q}, alors E[X |G] = E [X] presque siirement.
2. Si G est engendrée par la partition P = {A;, i € N} telle que P(A;) # 0 pour tout

1 € N, alors
1
E[X|G] = E (]P’[A-]/A_Xdp) 1y,.

ieN
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Démonstration :

1. E[X] est G mesurable car constante et

(i) /ZIE[X]dIP’:/ng]P’ et (if) /QIE[X]d]P’:/QXdIP’

puisque P(Q2) = 1.
2. On pose

Z:%ZN(]P)[IAZ_]/MXdIP’) 1a,.

Alors Z est G-mesurable car constante sur tous les éléments de la partition. En outre, tout
élément de G étant 'union d’un ensemble dénombrable de A; I’égalité (4.1) aura lieu en tout A
de G si elle a lieu en tout A; de la partition. Soit donc ¢ € N. Sur A;, Z vaut

a1l
— XdP.
P [AZ] A;

Donc

/.

i

1
ZdIP’:IP’A,L-xi/ Xd]P:/ XdP
A P[A] /4, 4,

ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 4.5 (Cas a densité)

Soient X et T deux variables aléatoires réelles, X étant intégrable. On suppose que (X,T)
admet une densité f : R* — R et on note fr la densité marginale de T. Alors E [ X |T'] = g(T)
avec .

9(t) = 1{fr20 (1) 0]

/ xf(x,t)dx pour tout t € R.
R

Démonstration: On rappelle que

fr(t) = /Rf(:c,t)da: pour tout ¢ € R.

On pose Z = g(T') avec g définie dans la proposition. Alors g est borélienne (application du théoréme
de Fubini), donc Z est bien o(T)-mesurable. Soit A € o(T). Alors il existe B € B(R) tel que
A=T7"*(B). On en déduit

/Zd]P’:/lT_l(B)ZdIP:/ 15(T)g(T)dP.
A Q Q

On utilise alors la définition de g et la formule de transfert. Il vient, aprés simplification par fr(¢)
(un peu délicate mais il suffit de remarquer que fr(¢) =0 = f(¢,2) = 0 pour presque tout x),

/AZdIF’:/RIB(L‘)/R:Ef(x,t)dwdt:/R/ng(t)mf(x,t)dxdt.

Mais en utilisant & nouveau la formule de transfert, on trouve

/ZdIP’:/lB(T)XdIP’:/Xd]P’
A Q A

ce qu'il fallait démontrer.
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4.1.4 Principaux résultats

Il existe un certain nombre de résultats importants qui sont utilisés réguliérement dans le
calcul des espérances conditionnelles. Chaque preuve d’un de ces résultats constitue un exercice
facile et intéressant, nous laissons au lecteur le soin de rédiger ces preuves. Seuls le théoréme 4.1
qui est le plus important pour les applications et le moins évident & manipuler, et le corollaire
qui traite le cas des les vecteurs gaussiens sont démontrés.

Un résultat de type “barycentre”.
Proposition 4.6

Soit X une v.a. intégrable définie sur (2, F,P) et soient G et G’ deux sous-tribus de F telles
que G’ C G. Alors

E[E[X|G]IG'(=E[E[X|G']|G]) = E[X |G'] presque siirement.

L’espérance d’une espérance conditionnelle.
Corollaire 4.1

Sous les hypothéses sur X et G de la proposition précédente, E [E [X |G]] = E [X].

Conditionnement sous hypothése de mesurabilité.

Proposition 4.7

Soient X et Y deux v.a.r. définies sur (Q, F,P) et soit G une sous-tribu de F. On suppose
XY etY intégrables. Alors, si X est G-mesurable,

E[XY |G] = XE[Y |G] presque siirement.

Conditionnement sous hypothése d’indépendance.
Proposition 4.8
Soit X € L'(Q, F,P) et soit G une sous-tribu de F. On suppose X indépendante de G. Alors

E[X |G] = E[X] presque siirement.

Corollaire 4.2

Soit (X,T) un vecteur gaussien, X et T étant de dimension quelconque. Alors, si Cov [T

inversible, on a
E[X |T] = E[X] 4+ Cov [X,T]|Cov [T] " (T — E[T)).

Démonstration: On suppose pour commencer que X et T sont centrés. Il suffit de montrer que
E[X |T'] = Cov [X,T]Cov [T]'T.

Soit donc Z = Cov [X,T]|Cov [T] 'T. Z est linéaire en T donc o(T)-mesurable et intégrable. On
montre que E[X |T'| =E[Z |T] car alors on aura E[X |T| =E[Z|T] = Zps. On a :

Cov [Z,T] = Cov [X,T]Cov [T] ' Cov [T, T] = Cov [X,T]
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donc Cov|[Z — X,T] =0 et Z — X et T sont décorrélés. Mais (Z — X, T) est un vecteur gaussien
(comme transformée linéaire de (X,T)), donc Z — X et T sont indépendants. On en déduit en
particulier que

E[Z - X|T]|=E[Z — X] = 0 puisque X et T sont centrés.

Cela implique finalement le résultat cherché E[X |T'] = E[Z |T| = Z presque stirement puisque Z
est o(T')-mesurable.

Si X et T sont quelconque, on applique le résultat que 'on vient de montrer & X —E[X] et T —E [T
centrés pour obtenir le résultat souhaité.

Théoréme principal qui combine les résultats précédents.

Théoréme 4.1

Soient X et T deux v.a.r. définies sur (2, F,P) et soit G une sous-tribu de F. Soit 1 : R? — R
une application borélienne. On suppose ¥(X,T) intégrable et ¢ (x,T) intégrable pour tout
z e R.

On suppose que X est G-mesurable et que T est indépendante de G. Alors

E[W(X,T)|G] = ¢(X) p.s., ot ¢(x) = E[¢(z,T)] pour tout z € R.

Ce théoréme donne en fait la seule facon d’écrire proprement et conjointement le fait que X,

G-mesurable, n’est pas modifié par le conditionnement et que 7', indépendante de G, doit étre
intégrée.

Démonstration: On pose Z = ¢(X). Alors ¢ est borélienne par Fubini et donc Z est (X )-mesurable

donc G-mesurable. Z est également intégrable (toujours par Fubini) et on va montrer pour conclure
la proposition 4.2. Soit donc Y G-mesurable de sorte que YZ et Y X soient intégrables. On veut
montrer que

/Q Y ZdP = /Q Y(X, T)dP.

On a, par la formule de transfert,
/ Y¢(X» T)dHD = /3 ylﬁ(ﬂc» t)P(X,Y,T) (dCE’7 dy7 dt)7
Q R

mais (X,Y) et T sont indépendants donc P(x y,7y = P(x,y) ® Pr. On en déduit par Fubini
/ﬂ Y(X, T)dP = /R y /}R (@, t)dPr(dt)dP . v+ (da, dy).
Mais pour tout x € R,
[ wtaaprtin) = [ v T)ap = B fi(e. 7)) = o(a).

Il vient
/ Y(X, T)dP = / y(@)dP x.v (de, dy) = / Y (X)dP,
Q R2 Q

ce qu'il fallait démontrer.

Remarque: L’espérance conditionnelle satisfait la plupart des propriétés de l’espérance (linéarité,

convergence monotone, convergence dominée, inégalité de Jensen...).
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4.2 Filtrations, temps d’arrét

4.2.1 Définitions

Dans ce chapitre, on introduit les filtrations de tribus qui permettent de faire dépendre du
temps la quantité d’information connue. Les temps d’arrét sont des temps aléatoires dont la
définition s’appuie sur les filtrations pour introduire la notion de non-anticipativité.

Définition 4.3 (Filtration)

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On appelle filtration de F toute suite croissante de
sous-tribus de F.

On appelle espace probabilisé filtré le quadruplet (Q, F,F,P) ou F = (F,,)nen est une
filtration de F.

Définition 4.4 (Processus adapté)

Soit (Q, F, (Fn)nen, P) un espace probabilisé filtré. Un processus (F,,)nen-adapté est une
suite de v.a. X,, définies sur (Q, F,P) telles que X,, est F,-mesurable pour tout n € N.

Définition 4.5 (Filtration naturelle)

Soit (X, )nen une suite définie sur un espace probabilisé (2, F,P). On appelle filtration
naturelle du processus (X, )nen la plus petite filtration (F,)nen qui rend le processus adapteé.
Elle est définie par

Fn =0 —{Xk, k <n}, pour tout n € N.

Définition 4.6 (Temps d’arrét)

Soit (2, F,P) un espace probabilisé et soit ' = (F,)nen une filtration de 7. Un F-temps
d’arrét est une v.a. T & valeurs dans N = NU {400} qui vérifie

[T < n] € F, pour tout n € N.

Voici une définition équivalente des temps d’arrét qui est couramment utilisée dans le cas
discret mais qui n’a pas d’équivalent en temps continu au contraire de la définition ci-dessus.

Proposition 4.9

Sous les conditions de la définition précédente, T est un F-temps d’arrét si et seulement si

[T =n] € F, pour tout n € N.

Démonstration: On suppose T temps d’arrét. Alors [T = 0] = [T' < 0] € Foy et pour tout n > 1
[T=n]l=[T<n\[lT<n-1]€ F,
d’aprés les propriétés des tribus. Réciproquement,
[T <n]= U[T:k] pour tout n > 0,
k<n
ce qui permet de conclure.

On remarque quand on lit ces définitions, que ces temps d’arrét sont non anticipatifs, au sens
ou on n’utilise que les informations sur les événements survenus avant le temps n pour déterminer
si le temps d’arrét est survenu ou non & cet instant-la.
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4.2.2 FExemples

Par exemple, parmi les temps aléatoires, on trouve le premier temps (ou le second ...) ou
un événement particulier se produit. La production ou non de cet événement au temps n est
généralement modélisée par une v.a. X,, F,,-mesurable, ce qui assure la non anticipativité.

On suppose maintenant que (£, F,F,P) est un espace probabilisé filtré et que F = (F},)nen.
Les variables aléatoires sont définies sur cet espace.

Exemple:

1. T constante. Alors [T' = n] est vide ou égale a § quelque soit n et donc [T = n| € F,, pour tout
n et T est un F-temps d’arrét.

2. Premier temps d’entrée d’un processus adapté dans un ensemble. Soit (Xn)nen un processus
adapté & valeurs dans (E,B(E))un espace vectoriel normé muni de sa tribu borélienne. Soit
enfin B € B(E). Alors la v.a. T définie par

T =inf{n >0/ X,, € B} (et T = 400 si X,, € B pour tout n)

est un F-temps d’arrét. On l'appelle le premier temps d’atteinte de B ou premier temps d’entrée
dans B.

En effet, pour tout n € N, T' < n si et seulement si il existe k < n tel que X € B, i.e.

n

[T <n] = J[Xx € B] € Fa.
k=0

3. Dans ce méme contexte, le dernier temps de passage dans B n’est pas un F-temps d’arrét car,
pour savoir s'il s’agit du dernier passage, il faut connaitre les événements futurs. Précisément,
soit 7" ce temps.

T' =sup{n >0/ X,, € B} (et T' = +o0 si X,, € B pour tout n).

Alors T' < n si et seulement si il existe k < n tel que X; € B et pour tout ¥ >n+1, X; € B,
ie.

[T'gn}—<U[XkeB}>n N X ¢ B
k=0 k>n+1
et cet événement n’est pas dans F, en général.

Question : Définir le second temps d’atteinte de B. Est-ce un temps d’arrét ? Justifier votre réponse.

4.2.3 Propriétés

On suppose toujours que (2, F,F,P) est un espace probabilisé filtré, que F = (F,, )nen et que
les variables aléatoires sont définies sur cet espace.

Proposition 4.10 (Premiéres propriétés)

1. Soient S et T deux temps d’arrét. Alors, S+ T, SV T, SAT (et en particulier, pour
une constante n € N, T +n, T Vn, T An) sont des temps d’arrét.

2. Si (T)nen est une suite de temps d’arrét alors sup,, T,, et inf,, T, également

Cette proposition peut-étre démontrée en exercice.
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Il est important de pouvoir donner des informations sur une suite & un instant aléatoire. Si
(Xn)nen est une suite et 7' un temps aléatoire tel que T' < 400, on peut définir la valeur de la
suite au temps 7' comme la v.a. X7 définie par

(X7)(w) = X (w) pour tout w € €.

Définition 4.7 (Suite arrétée)

Soit (X,,)nen une suite F-adaptée et soit T un F-temps d’arrét. On appelle suite (X,,)en
arrétée au temps T la suite (X7ap)nen-

Proposition 4.11

Une suite F-adaptée (X, )nen arrétée au F-temps d’arrét T est une suite F-adaptée.

Démonstration: En effet, on remarque que, pour tout n € N

X1an = <Z Lir—w + 1[T>n]> X1an = Z Y= Xe + Lir>n Xn.
k=0 k=0

Pour tout k < n, [T = k] € F,, et Xy F,-mesurable. De plus [T > n] = [T < n]® € F, donc Xran

est F,-mesurable.

Avant de définir les martingales qui synthétisent les éléments introduits dans les deux pre-
miéres sections de ce chapitre, nous allons encore introduire la notion d’événements antérieurs a
un temps aléatoire. Cette notion nous est connue pour un temps déterministe puisque les évé-
nements antérieurs a n sont les événements de F,,. On veut donc définir une tribu Fr pour un
temps aléatoire T'.

Définition 4.8

On appelle tribu des événements antérieurs & T, v.a. 4 valeurs dans N, la famille

Fr={AeF/¥neNAN[T <n| e F,}.

Proposition 4.12

Si T est un F-temps d’arrét alors Fr est une sous-tribu de F.

Proposition 4.13

Soient (X, )nen une suite F-adaptée a valeur dans (E, B(E)), un espace vectoriel normé muni
de sa tribu borélienne, et T' un F-temps d’arrét. Alors la v.a. X717« est Fr-mesurable.

Démonstration: Soit B € B(E). On définit
A= [Xrlir<too) € Bl.
On doit montrer que, pour tout n € N,

AN[T <n]e F,.

C:=

AN[T <n] = CJ(AO[T:k]):
k=0 k

([Xx € BN [T =k)) € Fa.

0
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4.3 Martingales & temps discret

Soit, (Q, F,F,P), avec F = (F,)nen, un espace probabilisé filtré. On considére des suites a
valeurs dans (R, B(R)).

4.3.1 Définition et propriétés

Définition 4.9 (Martingale)

Une suite aléatoire (X,),>0 définie sur (Q, F,F,P) est une F-martingale si, pour tout
n >0,

1. X,, et F,-mesurable,
2. X, est intégrable,
3. E[X,41|Fn] = X, presque stirement.

Définition 4.10 (Sur- et sous-martingales)

Une suite définie comme ci-dessus satisfaisant, pour tout n, les hypothéses 1. et 2. et
4. E[Xpt1 |Fn] < Xy, (resp. E[X, 41 |Fn] > X,) presque strement

est appelée une F-sur-martingale (resp. F-sous-martingale).

Remarque:

(i) Lorsqu'il n’y a pas d’ambigiiité sur la filtration concernée, on peut parler plus simplement de
martingale.

(it) Une suite a la fois sur- et sous- martingale relativement a une méme filtration est une martingale
(toujours relativement a cette filtration).

(iii) Toute F-martingale est martingale relativement a sa filtration naturelle.

(iv) La relation 3. pour tout n dans la définition de la martingale peut étre remplacée par
E [Xpn+k |Frn] = Xn presque siirement, pour tout n > 0 et pour tout k > 1.

Question : Démontrer les deux derniers points ci-dessus.

Proposition 4.14 (Propriétés des martingales)

1. Si (X,,)nen est une martingale, alors E [X,,] = E [X,] pour tout n > 0.
2. Les constantes sont des martingales par rapport a toute filtration.

3. Tout combinaison linéaire de martingales est une martingale (par rapport & une méme
filtration donnée).

4. (Xn)nen est une sous-martingale si et seulement si (—X,,)nen est une sur-martingale.

5. Si (Xn)nen est une martingale et ¢ une application convexe telle que p(X,,) est inté-
grable pour tout n € N, alors (p(X,))nen st une sous-martingale. En particulier, si
(Xn)nen est une martingale alors (| X, |)nen est une sous-martingale et si (X, )nen est
une martingale de carré intégrable alors (X?2),cn est une sous-martingale.

6. Si (Xn)nen et (Yn)nen sont des sous-martingales alors (X, V Y, )nen est une sous-
martingale.
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Question: Démontrer la proposition précédente, comme exercice d’application sur I’espérance cond-
tionnelle.

Exemple:

1. Marche aléatoire : Soit ({,)nen une suite i.i.d. de v.a. d’espérance m. Pour tout n € N, on
pose Sp = &1 + ... + &n. (Sn)nen est appelée marche aléatoire. C’est un processus adapté a la
filtration naturelle de la suite (&,)nen que I'on note (Fr)nen.

Question :

(a) Montrer que, pour tout n > 1, E[Sp+1|Fn] = Sn + m presque stirement et en déduire la
nature de la suite dans les cas m =0, m > 0, m < 0.

(b) Etudier le cas particulier ot les &, sont de loi B(p) en fonction de p € [0, 1].

2. Martingale fermée : Soit X une v.a. intégrable et soit (F,)nen une filtration. Pour tout n,
on pose X,, = E[X |F,]. Montrer alors que (X, )nen est une martingale.

3. Changement de probabilité : Soient P et Q deux probabilités sur (2, F) et soir F = (Fp)nen
une filtration de F. Pour tout n € N, on définit P,, et Q,, les restrictions de P et Q a F,,. On
suppose que, pour tout n, Q, << P, et on note X,, la densité de Q,, par rapport a P,. Alors
(X5 )nen est une F-martingale.

Démonstration: La suite (X,)nen est F-adaptée et intégrable par construction. De plus,
pour tout n € N et pour tout A € F,, comme F,, C Fny1, on a Qn(A) = Qnt1(A), soit

/XndIP’:/Xan]P’
A A

ie. E[Xpn + 1|Fn] = Xn, ce qu’il fallait démontrer.

4.3.2 Théoréme d’arrét

La propriété de martingale peut s’étendre aux temps d’arrét bornés.

Proposition 4.15

Soit (M, )nen une F-martingale. Soient T et S deux F-temps d’arrét majorés par une constante
¢ presque stirement et tels que S < T. Alors

E [Mr|Fs] = Mg presque stirement.

Démonstration: En premier lieu, Mg est bien Fs-mesurable. Soit B € Fg. D'une part

/Msd]P’:Z/ de]P’:Z/ Mcd]P’:/ M. dP
B j=0 Y BN[S=j] 3=0 Y BN[S=j] B

car BN[S=j]=(BN[S<j)N[S>j—1] € F; pour j < c et (Mp)nen est une martingale. D’autre
part, comme Fs C Fr, B € Fr et on a également

/ MydP = / M.dP.
B B
/MsdIF’:/ MydP,
B B

On déduit de cette proposition le théoréme d’arrét suivant.

On en déduit

ce qu’il fallait démontrer.
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Théoréme 4.2 (Théoréme d’arrét)

Soient (M, )nen une F-martingale et T un F-temps d’arrét. Alors (Mrpan)nen est une F-
martingale.

Démonstration: On a vu que (Mran)nen est une suite F-adaptée. En outre,

n
Mrpn = Milgr—g
k=0
avec

[ Miir—i| < | Mgl

pour tout k < n. Donc Mray, est intégrable. Soit alors n € N,

E [Mramsn) [Fn] = E[Mranlir<n) + Mns1lirsn) |Fn ]
= E [MT/\nl[TSn] ‘fn] +]E [Mn+11[T>n] ‘Fn]

La premiére variable conditionnée est F,-mesurable donc
E [MT/\n].[TSn] |.7:n} = MranliT<n) Presque stirement,
et comme [T > n] € F,,
E [Mni1lizsn) [Fn] = LrsnE [Moy1 [Fu] = Malipsy) pes.
puisque (Mpy)nen est une martingale. D’ott, comme sur [T" > n], My = Mran,
E [Mram+1) [Fn] = Mranlir<n) + Mranlirsn = Mran p.s.
ce qu’il fallait démontrer.

4.3.3 Convergence des martingales

Exemple: [Urne de Polya] Ce processus est un exemple de processus de branchement.
Une urne contient r boules rouges et b boules blanches. Soit ¢ un entier positif fixé. A tout temps n,
on extrait une boule au hasard dans l'urne et on I’y replace avec ¢ boules de la méme couleur. On
note X,, la proportion de boules blanches dans l'urne aprés n tirages.
O On modélise la suite (X )nen.
1. Donner Xo.
2. Exprimer X, 11 en fonction de X,,.
3. Montrer que (X, )nen est une martingale (par rapport a sa filtration naturelle).

O On cherche maintenant le comportement asymptotique de la suite (X, )nen. L’enjeu est ici de
voir 8’il y a une proportion limite. En fait, on peut montrer (on ne le fera pas ici) que (X, )nen
converge presque siirement vers une v.a. de loi béta de paramétres (b/c,r/c). En outre, si
b =r = c alors la limite presque sire suit une loi uniforme sur [0, 1].

L’étude de la convergence des martingales en temps discret est un chapitre important de la
théorie des probabilités. Nous donnons ici quelques résultats sans preuve qui donnent néanmoins
un apercu des problématiques et quelques outils pratiques.

Théoréme 4.3

Toute martingale bornée dans L' converge presque sirement vers une v.a. intégrable.

Remarque:

. Ce théoréme s’applique par exemple a 'urne de Polya car la suite (X, )nen est bornée dans L™
(0 < X,, <1 presque stirement pour tout n).

. Ce résultat est bien str faux pour une suite quelconque de L'.

On peut remplacer la condition de borne dans L' par la condition d’équi-intagrabilité suivante.
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Définition 4.11 (Suite équi-intégrable)

Une suite (X, )nen est dite équi-intégrable si

lim sup/ | Xn| dP = 0.
[1Xnl2d]

c——+o00 neN

Proposition 4.16 (Critéres d’équi-intégrabilité)

(i) Les suites bornées dans LP, pour p > 1 sont équi-intégrables.

(i) Les suites dominées par une fonction L' sont équi-intégrables.

Avec cette condition, on va pouvoir préciser le lien entre la suite et sa limite.

Théoréme 4.4

Soit (M,,)nen une martingale.

1. Si (M,)nen est équi-intégrable alors (M,),en converge presque siirement et dans L'
vers une v.a. intégrable M et M, = E[M |F, | pour tout n.

2. Si M,, = E[Y |F,] pour tout n ou Y € L*(Q, F,P), alors (M,)nen converge presque
stirement et dans L' vers E[Y |G] ot

Q=a<nL€Jan>.

Enfin, ce dernier théoréme aborde la problématique de la convergence L? (les convergence L'
et presque stres découlaient déja du théoréme précédent et des critéres d’équi-intégrabilité).

Théoréme 4.5

Si (M,,)nen est une martingale bornée dans L? alors (M,,),en converge dans L? vers une v.a.
M telle que M,, = E[M |F, ] presque stirement pour tout n.

4.4 Exercices

4.4.1 Conditionnement
Exercice 4.1.
Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur un méme espace probabilisé.
1. On suppose X et Y a valeurs dans N et X intégrable, calculer E [X |Y].
2. On suppose X et Y indépendantes de loi de Poisson de paramétre respectif \ et u, calculer
EX|Y +X].
3. On suppose X et Y indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. On pose U = max(X,Y) et
V =min(X,Y), calculer E [V |U].

Exercice 4.2. [Espérance conditionnelle]
Soient X et Y deux v.a indépendantes, intégrables et de méme loi P.
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1. Montrer que E[X [X +Y]=E[Y|X + Y] ps.
2. En déduire E [X | X + Y.

Exercice 4.3. [Vecteurs gaussiens|

Soit (X,Y") un couple gaussien centré de matrice de covariance ( 1 1

4/3 1 )

Calculer E [X |Y — X ] et donner sa loi.
Exercice 4.4. [Fonction caractéristique et conditionnement] On suppose que X et Y sont deux
v.a telles que Y ~ N (m, a?) et E [¢"X|Y] = e~ 2itY

1. Déterminer la fonction caractéristique de X et en déduire sa loi.
2. Méme question pour (X,Y)

3. Montrer que X —Y et Y sont indépendantes

4

. Déterminer ’espérance conditionnelle de Y sachant X.

Exercice 4.5. [Variance conditionnelle]
Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable définie sur un espace probabilisé
(Q, F,P) et soit G une sous-tribu de F. On pose
Var [X|g] =E[(X —-E[X |G])*|G].
Montrer que

Var [X] = E[Var [X|G]] + Var [E [X |G]].

Exercice 4.6. [Somme aléatoire de variables aléatoires|
Soit (X;);>1 une suite de v.a. d’espérance p. Soit N une v.a. & valeurs dans N*, indépendante
des v.a. X;, d’espérance m. On pose

N
Sy = in.
=1

Calculer E [Sn |N] puis en déduire E [Sy].

4.4.2 Temps d’arrét

Exercice 4.7. Montrer la proposition 4.10
Exercice 4.8. Soient T et S deux temps d’arrét. On suppose T' < S. Montrer que Fr C Fg.

Exercice 4.9. Soient T et S deux temps d’arrét.
1. Montrer que Fpras = Fr N Fgs.
2. Montrer que Frys D Fr\ Fs (= o(Fr U Fs) par définition).
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4.4.3 Martingales

Exercice 4.10. [La martingale du casino]

Le casino propose un jeu de Pile ou Face avec une piéce équilibrée. A chaque tour le joueur
doit, pour pouvoir jouer, faire une mise. S’il perd, il perd la totalité de sa mise et s’il gagne il
remporte deux fois sa mise (donc sa mise plus un gain égal i sa mise).

Un joueur décide d’adopter la stratégie suivante : il mise un euro au premier tour. Tant qu’il
perd, il double sa mise et dés qu’il gagne il s’arréte de jouer.

1.

Proposer une modélisation du jeu & I’aide d’une suite de variables aléatoires (X,,),>1. On
précisera les propriétés de la suite et la loi des va.

2. Rappeler pourquoi, presque strement, le joueur va gagner.

3. Modéliser le gain du joueur par une martingale arrétée. On précisera la martingale (Z,,)n>0

représentant le gain si le jeu ne s’arréte jamais et T l'instant oil le jeu s’arréte.

4. Quel est le gain du joueur quand finit le jeu? Quel est le gain moyen & tout temps n?

Soit M la mise totale du joueur au cours du jeu. Exprimer M puis calculer son espérance.

Exercice 4.11. [Autour du théoréme d’arrét|
Soient (X,,), une F-martingale et T' un F-temps d’arrét.

1.

On suppose pour cette question que 7' < ¢. Montrer, en utilisant le théoréme d’arrét, que
E[Xr] =E[Xg] pour T,S < c ot S est un temps d’arrét. En déduire que E [X7] = E [X].

. On suppose pour cette question que T est fini p.s., que X est intégrable et que E [| X, [1i75,]

tend vers 0 quand n tend vers P'infini. Montrer que E [X7] = E [X().
(Ind : Remarquer que Xtan = Xtanlir<n] + XranliT>0))-

On suppose que (X,,), converge dans L' vers une variable X. On définit

Yo X, sur [T =n]
71 X sur [T =+

et 'on suppose que X est intégrable. Montrer que E [X7] = E [X)].

Soit (Y;,)n une suite de variables aléatoires intégrables adaptée & F. On suppose que, pour
tout temps d’arrét T borné, E [Y7] = E [Y].

(a) Soient n fixé et A € F,,. On définit T = nle + (n + 1)1 4. Montrer que T est un
F-temps d’arrét et en déduire que E [V, 41 |Fn| = Y, presque strement.

(b) Montrer que (Y,), est une martingale.
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Exercice 4.12. [Martingales et convergence p.s.]

Soit (X,), une suite aléatoire i.i.d de loi exponentielle de paramétre 1. Soit (e,,), une suite
aléatoire i.i.d telle Ple; = 1] = Ple; = —1] = 1/2. On suppose que les deux suites sont indé-
pendantes, et 'on note F,, la tribu engendrée par (e1,...,e,,X1,...,Xy) pour n > 1, avec
Fo = {0,Q}. Soit p €]1,2[. On pose

M, =) e(Xi+-+X;)"7, n>o0.
i=1
1. Montrer que (M,,),, est une F-martingale.

2. Montrer que

E [(M, — M;)*] < / a7/P(1— e *)dz, n € N.
Ry

En déduire que (M,,),, converge p.s..

Exercice 4.13.[Suite exercice 2.5.3]
1. On suppose que |f| > 1. Montrez que §~"X,, converge p.s vers une variable X. Donnez une
expression explicite pour X et précisez sa loi.

2. On suppose § = 1. Calculez Z,, = E(X,,|(Xp—1, X41)). Montrez que Z,,/+/n converge en
loi et trouvez la loi limite.



