M1 — THEORIE DE GALOIS — UNIVERSITE LyoN I — 2011-2012
Le corps de décomposition du polynéme X2 —3X + 1
On déduit de ’égalité trigonométrique :

2 cos(3x) = (2cosx)® — 3.(2cos )

que :
—1 = (2cos(27/9))® — 3.(2cos(27/9)) .

Donc x; := 2cos(27/9) est une racine de :

P(X)=X3-3X+1.

De méme, x9 := 2cos(47/9), x3 := 2 cos(8m/9) sont racines de P(X).

Comme x1, x2, x3 sont 3 réels distincts, on a :

PX)=X?-3X+1=(X—21)(X — (X —z3) .

Le polynome P(X) n’a pas de racine sur Z. En effet, sinon une telle racine
serait un entier qui divise le coeflicient constant : 1. Or £1 ne sont pas racines

de P(X).

On en déduit que P(X) est irréductible sur Q (car Z est factoriel).

Donc [Q(z1) : Q] = 3.
Posons : L := Q(j)(z1, xo, x3) (o0t j = —1/2 +iv/3/2).
C’est le corps de décomposition de X3 — 3X + 1 sur Q(5).

Comme 7o = 27 — 2 et 23 = 23 — 2 (car 2cos(2z) = (2cosz)? —2), on a :

L =Q(j)(z1) -
Puisque 1 est une racine de P(X), [L: Q(j)] < 3.

Ona:[L:Q =1[L:Q(1IQAG) : Q = 2[L : Q®)]. Or, on a aussi :

[L: Q] = [L: Q(z1)][Q(z1) : Q] = 3[L : Q(z1)].

Done 3/[L : Q)] et [L: Q)| = 3.

Comme on est en caractéristique nulle, comme L est un corps de décompo-
sition, L est une extension galoisienne de Q(j). L’extension L de Q(j) est donc
galoisienne cyclique de degré 3.

Comme 7 est de degré 3 sur Q(j), 1,21,27 est une base de L comme
Q(j)—espace vectoriel.

Puisque o = 22 — 2, 1,11, 75 est aussi une base de L.

Soit o : L — C le Q(j)—plongement tel que : o(z1) = z3. Comme l'ex-
tension L/Q(j) est galoisienne, o(L) C L et 0 € G := Gal(L/Q(j)). Comme
Gal(L/Q(j)) est cyclique d’ordre 3, comme o # Id, o engendre Gal(L/Q(35)).

Puisque o(z1) est une racine de P(X), o(x2) = 1 ou x3. Si o(x2) = 1, 0
serait d’ordre 2 ce qui est impossible. Donc o(z3) = 3 = —x1 — x2. La matrice
de o dans la base 1,1, x2 est donc :

1 0 0
A=1]10 0 -1
01 -1
0
On remarque que j est une valeur propre de A et que le vecteur 1 =
—J

r1 — jxo est un vecteur propre associé a j.
Posons x := x1 — jxo. On a :

J(IES) = O'(I)S = 323 =23

donc z? est dans Q(j) = L = L{°). De plus, comme o(z) = jz # z, = & Q(§)
et L - Q(j)(x).



On peut calculer explicitement 23 :

2¥ = (11 — jag)® = 2} — 25 — Bjwiza (21 — jo)

= 3x1 — 3x9 — 3jx122(21 — jT2)
car 27 —3z; + 1 =0. Or 29 = 27 — 2 donc :
28 = 331 — 3(22 — 2) — 3 (2% — 2) (w1 — j(2F — 2))
= 3522} — 3jat — 125223 + (6§ — 3)a? + (1252 +3)a1 +6 .
Mais xf = 323 — 71 et 2} = 323 — 23 = —2% + 92, — 3. D'out :
a? = (=35% — 3j — 3)a} + (35% + 3j + 3)a1 + (35% + 6)

=3(1-1)
car 1 +j + 52 =0.

Donc: L = Q(j)({/3(1 - 7).

Remarque : En revanche bien que Uextension M := Q(x1,x2,z3) = Q(z1)
soit galoisienne cyclique de degré 3, on ne peut pas trouver de a € Q tel que
M = Q(¥/a). En effet, sinon, extension M étant galoisienne, on aurait /a
et ses conjugués j/a, j2/a dans M. Mais alors : j = 1Y serait dans M. Or

T
M = Q(z1,x2,23) C R d’ot la contradiction.



