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Calcul de cos(27/17)
Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Soit H un sous-groupe d’ordre d. Alors

_ lh+mh/
d|n. Le groupe G/H est d’ordre n/d. Donc si g est un générateur de G, g™/? € Crilm = Z ¢rrm
H. Or, g"/? est d’ordre d donc H = (g"/%). Donc pour tout d qui divise n, il h.h'€H
ex1stc.e un seul.sous—groupe de G d’ordre d. . ' B Z Z Clh—i—mh'

Soit p premier. Le groupe G := (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p—1. Si f|p—1, =
on note Hy le sous-groupe de (Z/pZ)* d’ordre f. h'eHy heHy
Si flp — 1, alors on pose pour tout entier [ : _ Z Z Clh’h"+mh'
h'EHf h”EHf
Cf’l = Z Clh ’ / /
het; car pour tout h' € Hy, h'Hy = Hy.
Donc :
On a: Cralrm = Z (¢ +myh
Cri € QO WhEH
Soient I, ..., le un systéme de représentants de G/Hy. L’orbite de (y;, pour = Z Crin+m -
laction de G est formée des (y;,. Les (f;, sont deux a deux distincts car h'eHy

¢, ..., P! sont indépendants (en effet, ®,(X) = 1+...+ XP~! est le polynéme

y )y . . — X
minimal de ¢). Le polynome : Applications : On a : (3)2— (ZJ17Z)*.

Si f =8, Hf = (3%) = {-8,-4,-2,-1,8,4,2,1} (on prend ces valeurs

modulo 17).
(X = Crin)- (X = Crae) On a donc :
x _

a ses coefficients dans Q et c’est le polyndme minimal de (y,;, sur Q pour tout (Z/172)" = Hs U3Hs
i. et :

Comme [Q(C) : Q(¢)H7] = f, on a aussi : Gs1 = Z ¢*

a€Hg
Hf . —
[Q(C) Q] € :C+<71+§2+<72+C74+C4+<8+C78

donc : Q(¢)H7 = Q(Cy,,) pour tout i. (s = Z co

On a: a€3Hg



:<3+<73+C6+<76+§75+<5+<7+<77
en particulier :

(8,1 + (3= Z “—1=-1.

a€Z/1TZ

On a aussi :

(8,1¢8,3 = Z (8,h+3

heHsg
=(s2+Csa+Cs1+Cs5+Cs,—1+(s,7+ (s,—6 + (s,—5

or, (g2 = (g4 = (81 =Cg,—1 €t (g5 = (3,5 = (87 = (8,6 = (3,3
Donc : (5,1(s,3 = —4; et (5,1, (s,3 sont les racines de :

X2+ X—-4.

D’ou : Cg)]_ = 71:|:2 17

Or, (g1 = 2cos(2m/17) + 2cos(4w/17) + 2cos(87/17) + 2cos(167/17) >
2cos(167/17) > —2.
Comme _:L%/ﬁ < —2, on a forcément :

—1+ 17

(g1 = 5

De méme on trouve les valeurs :

Ca,15C4,25C4,3,C2,1, C2,3
avec cos(2m/17) =1/2 (1.



