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Lemme 1 (Indépendance des caractéres) Soit G un groupe. Soit Q@ un
corps. Si 81, ..., 8, : G — Q% sont des morphismes de groupes distincts. Alors
81, ..y Sp SONL Q linéairement indépendants.

Démonstration :
On raisonne par récurrence sur n > 1. Soient t1,...,t, € € tels que t1s1 +
e F trnsn = 0. Soit g € G tel que s1(g) # s2(g). On a pour tout =z € G :

t151(gx) + ... + tusn(gz) =0
t1s1(x) + ... +tpsp(r) =0 .
On retranche s1(g)x la deuxiéme ligne a la premiére ligne ci-dessus :
ta(52(9) = 51(9))52(2) + v + ta(5u(9) = 51(9))sn (@) = 0

pour tout x € G. Par hypothese de récurrence, on a :

ti(si(g) —s1(g9)) =0

pour tout i. Donc : t5 = 0. On applique encore 'hypothése de récurrence a la
relation :
t181 —+ t353 + ...+ tnSn =0

et on trouve : t; =ty = ... =1t, =0. g.e.d.

Corollaire : Si sq,..., 8, : K —  sont des morphismes de corps distincts.
Alors s, ..., 8, sont 2—linéairement indépendants.

Démonstration ;I suffit d’appliquer le lemme aux
Si‘Kx KX — QX

restrictions
g.e.d.

Extensions radicales

Lemme 2 Soit L/K une extension galoisienne cyclique de degré n. On sup-
pose que K est de caractéristique O ou p avec p premier a n et que K contient
les racines n—iémes de l'unité. Alors, il existe un o € L tel que :

i) a:=a" e K;

i) L=K(a);

i11) le polynome X™ — a est irréductible sur K.

On peut noter sans ambiguité L = K(/a).

Démonstration : Soit o un générateur du groupe Gal(L/K). Les automor-
phismes 1,0,...,0" ! : L — L sont distincts. Donc d’aprés le corollaire ci-
dessus, on a :

Id+zo+ ...+ 2" o™ 1 £0

dans Endg (L) ou z € K est une racine primitive n—iéme de 1'unité.
Il existe donc x € L tel que :

a=x+z0(x)+ ..+ 2" (2) £0 .
Comme o est d’ordre n, on a :
ola)=z2""a .

On a donc o(a™) = o(@)™ = 27"a™ = ™. Comme o engendre Gal(L/K),
a = " est fixé par Gal(L/K) et o" € K.
De plus si 0¢ € Gal(L/K (a)) C Gal(L/K) = (), on a :

d

clla)=as % =aendsol=1d .



Donc Gal(L/K(«)) est trivial et K(a) = L. Puisque [L : K| = n, le poly-
nome X™ — a est forcément irréductible sur K.
g.e.d.

Lemme 3 Soit p un nombre premier. Si K est un corps, et si a € K, alors le
polynéome XP — a admet une racine dans K ou est irréductible sur K.

Démonstration : Soit a une racine de X? —a dans une extension algébrique
de K. Considérons la norme N relative a I’extension K(a)/K. On a :

N(a) € K et N(a)? = N(a) = a*

ound=[K(«a): K]. Si XP — a est réductible sur K, alors d est premier a p car
1 < d < p. On en déduit a I'aide d’une relation de Bézout I'existence d’un
b € K tel que b = a i.e. XP — a posséde une racine dans K. g.e.d.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 4 Soit K un corps qui contient les racines primitives p—iémes de
lunité, p premier, et dont la caracttéristique est différente dep. Soit0 # a € K,
st « est une racine de XP — a (dans une extension algébrique de K ), alors
K(a) = K ou [K(a) : K| = p et Uexstension K(a)/K est galoisienne cyclique
d’ordre p.

Caractérisation des équations résolubles par radicaux

Soient K un corps de caractéristique nulle et €2 une cloture algébrique de K.

Définition : On dit que z € ) peut s’exprimer avec des radicaux sur K s’il
existe une suite d’extensions de corps :

K=K/CK C..CK,

avec : z € K, et pour tout 1 < i < n, il existe a; € K;, p; un nombre premier
tel que : K; = K;_1(c), o =:1a,_1 € K;_1 et XPi —qa;_; est irréductible sur
Kifl.

Si k est un corps, on dira qu’une extension de la forme k() /k ot of =: a € k
pour un nombre premier p, o XP — a est irréductible sur k et ol p n’est pas
la caractéristique de k est une extension radicale irréductible.

Par exemple les nombres j € Q(iv3) 2 Q, ¥2 € Q(¥2) 2 Q(v2) 2
Q(V2) 2 Qou o == V2(1 —i) € Q(ivV2,a) 2 Q(iV2) 2 Q, ¥/ €

Q (i\/ (5+ \/5)/2) D Q(v/5) 2 Q peuvent s’exprimer avec des radicaux.

Théoréme 1 Soit f(X) € K[X] un polynéme irréductible. On suppose que f
a une racine dans 0 qui peut s’exprimer avec des radicaux sur K. Alors, le
groupe de Galois de f sur K est résoluble.

Démonstration : Notons z1, ..., z, les racines de f dans Q. Soit K = Ky C
... € Ky une suite d’extensions telles que pour tout i, K;/K;_1 est radicale
irréductible, de degré p; premier, et x; € K,. Notons m le ppcm des p; et
K|, := K(z) ou z est une racine primitive m—iéme de 1'unité. Soient «; € K;
tel que K; = K;_1(a;) et of* € K;_;. Notons, pour tout ¢ > 0, K| le corps
engendré par K, z et tous les K—conjugués de «; (les images de «; par les
différents K —plongements de K (a;) dans Q) *.

Par récurrence, on peut montrer que tous les K sont des extensions normales
de K et grace aux lemmes 2 et 4 que 'on peut passer de K/_; & K| par une
suite d’extensions radicales irréductibles.

*. Par exemple : si Ko = Q, K1 = Q(iv/2), K2 = Q(v/2(1 — 7)). Alors on peut prendre :
a1 =iv?2, ag = v2(1—1i), p1 = p2 = 2. Donc z = —1 convient et K|=Q, K| = Q(£iV2) =
K et K} = Q(ag,ias, —az, —iaz) = Q(4, \4/5) qui est une extensiion de degré 2 de Ks.
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En effet, si on note par exemple o 1, ..., 0, les K—conjugués de oy, si on
suppose que K/_;/K est normale, on a :

K: = KZ(Z, Ckl'yl, ~~~7Oéi,ni) = K;fl(aiyl, cony ai,ni)
donc K//K est normale et on a de plus :
i1 € Kiq(ain) © o © K (@i, e @im,)

avec des extensions successives de degré 1 ou p; d’aprés le lemme 4 puisque
o €Kiy = o)t € K[ = o}, € K|, pour tous les K—conjugués o, ; de
(678

On a donc une suite d’extensions :

K CK =K’ C..CK'q= Ky avec z; € K”;, K”,/K normale,
K”;/K”;_1 normale de degré un nombre premier et K’'/K galoisienne de
groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe de (Z/mZ)*, donc abélien.

On considére les sous-groupes G; := Gal(K”;/K”;) de G := Gal(K",/K)

associés :
1=G; <G 1 <. <Gy <G .

Chaque groupe ci-dessus est distingué dans son successeur car les extensions
K”;/K”;_1 sont normales. De plus les quotients G;_1/G; sont d’ordre
premier et G/Gq est abélien (car Gal(K’/K) I’est. Donc G est résoluble. Or
z1 € K7y = 21,...,2p, € K"y car K”;/K est normale. Donc le groupe de
Galois de f sur K est un quotient de G = Gal(K”,/K). Ainsi Galk (f) est
résoluble en tant que quotient d’un groupe résoluble. g.e.d.

Lemme 5 Sip est premier, les racines p—émes de 'unité peuvent s’exprimer
avec des radicauz sur K.

Remarque : en particulier, c’est vrai aussi sur Q

Démonstration : Sip = 2, c’est évident et on raisonne par récurrence sur p.

Soit z une racine primitive p—iéme de 1. Le groupe de Galois de K (z)/K est
abélien cyclique d’ordre qui divise p — 1. Soient py, ..., p, les nombres premiers
qui divisent p — 1. Par hypothése de récurrence, il existe une suite d’extensions
radicales irréductibles qui commence & K et se termine a K’, le corps engendré
par les racines primitives p;—iéme de I'unité pour tout p;.

11 suffit donc de montrer que z peut s’exprimer avec des radicaux sur K'.
On peut donc supposer que pour tout i, K contient les racines primitipves
p;—iémes de 'unité.

On a: K C K(z). On montre facilement que 'extension K(z)/K est galoi-
sienne. Soit G := Gal(K(z)/K). Le groupe G est abélien d’ordre un diviseur
de p — 1. Soit une suite de sous-groupes :

G=Gy>G1>..>G, =1

tels que G; est distingué dans G;_1 et G;_1/G; est cyclique d’ordre un nombre
premier p,,. Comme |G| = [[;_, |Gi—1|/|G:|, chaque p,, est un diviseur de
p— 1.

Considérons les corps K; := K (2)%:.

Ona: K =KyCK; C..CK,=K(z) et chaque extension K;/K; 1 est
galoisienne de groupe de Galois G;_1/G; donc est cyclique d’ordre un nombre
premier p,. qui divise p — 1. D’aprés le lemme 2, chaque K;/K; 1 est donc
une extension radicale irréductible. Ainsi z peut s’exprimer avec des radicaux
sur K. g.e.d.

Théoréme 2 Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit f(X) € K[X]
un polynome irréductible. On suppose que le groupe de Galois de f sur K est



résoluble. Alors toutes les racines de f peuvent s’exprimer avec des radicaux

sur K.

Démonstration : Soient xq, ..., x, les racines de f dans {2 une cléture algé-
brique de K. Soit L = K(x1,...,z,). On note G := Gal(L/K) ; c’est un groupe
résoluble. Donc il existe des sous-groupes :

G=Gy>G;>..>Gny=1

tels que G; est distingué dans G;_1 et G,_1/G; est cyclique d’ordre premier
pi-

Soit K’ une extension de K qui contient toutes les racines p; —émes de 'unité
et qui est le dernier terme d’une suite d’extensions radicales irréductibles :
K C ... C K'. Une telle suite existe d’aprés le lemme 5. Il suffit donc de
montrer que 1, ..., T, peuvent s’exprimer avec des radicaux sur K’. On peut
donc supposer que K contient les racines p;—iémes de I'unité. On considére
K,’ = LGi.

Ona une suite d’extensions de corps :

K=KyC..CK,=1L

telle que :
T1,...,Tn € K,

et K;/K;_1 est une extension galoisienne de groupe de Galois (isomorphe a)
G;_1/G;. en particulier, les extensions K;/K;_1 sont de degré premier p; pour
tout i. D’aprés le lemme 2, les extensions K;/K;_1 sont radicales irréductibles
et on en conclut que z1,...,x, peuvent s’exprimer avec des radicaux sur K.

g.e.d.



