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Eléments entiers sur Z
Définition : Soit € C. On dit que x est entier sur Z s’il existe ay, ..., a, € Z
tels que :
2" +az" P+ .. 4+a,=0.

exemple : /2 est entier sur Z
Proposition 1 Soit p/q € Q. Si p/q est entier sur Z, alors p/q € 7.

Démonstration : On peut supposer p et ¢ premiers entre eux. Alors :

Pt ap" g+ Fang” =0 .

Donc ¢|p™. Or g est premier & p donc g = £1.

Proposition 2 Soit v € C. Sont équivalentes :
i) x est entier sur Z ;
i) Z[x] est un Z—module de type fini;
ii1) il existe un anneau A qui contient x et 1 et qui est un Z—module de type

fini.

Démonstration : i) = ii) : supposons que z" + a;z" " + ... + a, = 0 pour
certains a; € Z. Alors le Z—module de type fini Z + ... + Zz" ! est stable par
multiplication par Z et par = c’est donc Z[z].

ii) = iii) : facile.

iii) = i) : Soit A un anneau qui contient z, 1 et qui est de type fini comme
Z—module. Soient by, ..., b, des générateurs.

Pour tout ¢, on a : b; = a;,1b1 + ... + a; »b, pour certains a; ; € Z.

Soit M la matrice I, — (a; ;) € An(A).

Siv= € A", alors on a Mv = 0.

br,
Notons N la transposée de la comatrice de M. On a: NM = dét M 1,.
Donc : NMv =0 = dét Mb; = 0 pour tout 1 <4 < n. Donc dét M = 0 car
1 est une combinaison Z—Ilinéaire des b;.
Or dét M est le polynome caractéristique de la matrice (a; ;) € #,(Z)
évalué en x. Ce polyndéme caractéristique est donc un polynoéme & coeflicients
entiers unitaire qui annule x. g.e.d.

Corollaire 3 Soient x,y € C entiers sur Z, alors x +y et xy sont entiers sur
7.

Démonstration : Montrons par exemple que xy est entier sur Z : soient
b1, ..., b des générateurs du Z—module Z[z] et ¢y, ..., ¢, des générateurs du
Z—module Z[y]. Alors Z[z|Z[y] est un Z—module de type fini engendré par
les b;c;. C’est aussi un anneau qui contient 1 et zy. g.e.d.

Notation : on pose Z le sous-anneau de C formé des éléments entiers sur

Z.

Corollaire 4 Soit f(X) un polynoéme unitaire a coefficients entiers. Alors tous
les facteurs unitaires de f(X) dans Q[X] sont a coefficients entiers.

Démonstration : Soit p(X) un facteur unitaire de f(X) dans Q(X). On a :

p(X) = (X —21)...(X — zq)



pour certains x; € C. Le coefficient de p(X) de degré k est :

2

11 <...<td—k

ap — iy oeeljg_y, -

Les x; sont en particulier racines de f donc entiers sur Z. On a donc ay, € 7.
Or ar € Q car p(X) est a coefficients dans Q. Comme Q NZ = Z, on a :
ay, € 7Z pour tout k. g.e.d.

Application : irréductibilité des polynémes cyclotomiques

n—1

H (X _ 62ik7r/n).

k=1
kAn=1

Le polynome ®,,(X) est unitaire a coefficients entiers. Soit f(X) le polynome
minimal unitaire de e?™/" sur Q. On a f(X)| X" —1 donc f(X) € Z[X] d’aprés
le corollaire précédent.

Nous allons montrer que si p est un nombre premier qui ne divise pas n, si
z est une racine de f, alors 2P est aussi une racine de f.

Par labsurde : Si z est une racine de f et si pourtant f(zP) # 0, alors
notons z1, ..., 24 les racines (distinctes) de f. On a :

F(ZP) = (2P — z1)...(2P — zq) -

Soit A = (—1)™n=1/2 [1iz;(ui —u ), ot les u; sont les racines n—iémes de
1, le discriminant de X™ — 1. C’est un élément entier sur Z car les u; le sont.
Comme les z; et zP sont des racines n—iémes de 1, on a :

FEPA
dans Z. Or, dans Z/pZ[X], on a :
fFXP) = f(Xx)”

Soit @, (X) :=

d’ot : f(XP) = f(X) mod pZ[X]. On en déduit que f(z?) = 0 mod pZ.

Donc p|A dans Z. Autrement dit, il existe ¢ € Z tel que pg = A. On a
g=A/p € QNZ=7Z. Ainsi, p|A dans Z.
Or,on a:

A = (-1 0 T~ 1) ()

i=1

n
== H nul !
i=1

=4n" .

Donc p|n™ ce qui est absurde car on a supposé que p ne divise pas n.

Soit k un entier premier a n. On a k = p;...p, pour certains nombres premiers
p; qui ne divisent pas n.

Comme z¥ = ((2P1)P2)"" on a par récurrence : z* racine de f. Donc ®,,(X)
divise f(X). Comme f(X) divise ®,(X), on obtient ®,,(X) = f(X) et ®,(X)
est irréductible sur Q.

Exemple : &,(X)= X%+ 1.



