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1. Soit p un nombre premier. Montrer que le polynôme :

Xp−1 + ...+ 1

est irréductible sur Q.

2. Soit ω := e2iπ/5.

a) Montrer que Q(ω) est une extension galoisienne cyclique de Q.

b) Montrer que Q(ω) ∩R = Q(ω + ω−1).

c) Montrer que :

ω + ω−1 = 2 cos(2π/5) =
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√
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et que :
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3. Soit z := e2iπ/11.

a) Justifier l’existence d’un automorphisme σ de Q(z) tel que σ(z) = z2

et montrer que σ engendre le groupe de Galois de Q(z) sur Q.
On note ak := 2 cos(2kπ/11), si k ∈ Z/11Z.

b) Montrer que σ(a1) = a2, σ(a2) = a4, σ(a4) = a3, σ(a3) = a5, σ(a5) =
a1. Pourquoi a-t-on : Q(a1, a2, a3, a4, a5) = Q(z + z−1) ?

c) Montrer que Q(cos(2π/11)) est une extension galoisienne cyclique de
Q de degré 5.

d) Trouver les degrés manquants dans le diagramme suivant :

Q(cos(2π/11), ω)

?
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e) Justifier l’existence d’un Q(cos(2π/11))−automorphisme η de
Q(cos(2π/11), ω) tel que η(ω) = ω2 et d’un Q(ω)−automorphisme
σ̃ de Q(cos(2π/11), ω) qui prolonge σ.

f) Compléter le tableau suivant :
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x σ̃(x) η(x) σ̃η(x) ησ̃(x)

ω ω ω2

a1 a2 a1

a2

a4

a3

a5

En déduire l’ordre de σ̃η.

g) On pose K := Q(cos(2π/11), ω). Compléter le tableau suivant avec les
corps du diagramme ci-dessus :

G |G| KG

〈σ̃η〉 Q

〈σ̃η2〉

〈σ̃〉

〈η〉

〈η2〉

{1} 1 Q(cos(2π/11), ω)

h) On pose :
V1 := a1 + a2ω + a4ω

2 + a3ω
3 + a5ω

4

V2 := a1 + a2ω
2 + a4ω

4 + a3ω + a5ω
3

V3 := a1 + a2ω
4 + a4ω

3 + a3ω
2 + a5ω

V4 := a1 + a2ω
3 + a4ω + a3ω

4 + a5ω
2 .

Montrer que σ̃(V1) = ω4V1. En déduire que V 5
1 , V

5
2 , V

5
3 , V

5
4 ∈ Q(ω).

i) Montrer que :

cos(2π/11) =
V1 + V2 + V3 + V4 − 1
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