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XI

Exercice 1 (Loi(s) de réciprocité quadratique) Soit p un nombre pre-
mier impair. Soit z une racine primitive p—iéme de 'unité.

a)

b)

Moutrer que le groupe de Galois de Q(z) sur @ contient un seul sous-groupe
d’indice 2.

En déduire que s € Gal(Q(z)/Q) est un carré ssi s € Gal(Q(t)/Q) ou
t:= (—1)P=1/2p (on rappelle que A = (—1)P~1/2pP=2 est le discriminant
du polynéme minimal de z sur Q).

Soit ¢ un nombre premier impair différent de p. On note s, € Gal(Q(z)/Q)

I’élément qui envoie z sur z9. Montrer que sq(t) = (%) t.
Montrer que s4(t) = t? mod ¢ (dans Z[z]).

En déduire la loi de réciprocité quadratique :

-

Soit y une racine primitive 8—iéme de 'unité. Montrer que (y+y~1)? = 2.
En déduire que :

(y+y )20 D% = (y” +477) mod p
dans Z[y]. Retrouver la loi de réciprocité complémentaire :

(2) 1 si p = +1 mod 8§,
p —1 sip=+3mod8,.

Exercice 2 (Discriminant d’un corps de nombres) Soit K un corps de
nombres de degré n sur Q. On note sq,...,s, les plongements de K dans C.
On suppose que si,...,5,, sont les plongements réels et que sj;,, = 3j si
r+l1<j<ri+rs.

On pose s(z) := (81(x), .oy Spy 4o (2)) € R™ x C™2 ~ R™.

a) Soit A lanneau des entiers de K. Montrer qu’il existe une base 1, ..., z,, de
K sur Q formée d’éléments de A. Soit y1, ..., ¥y la base duale relativement
a la forme bilinéaire (z,y) — Tr(zy). Montrer que A C Zy; & ... ® Zy,. En
déduire que A est un Z— module libre de rang n.

b) Si x1,...,x, est une Z—base de A, vérifier que le discriminant : d :=
dét (Tr(ziz;)1<ij<n) = dét (s;(x;))1<i,j<n est indépendant de la base choi-
sie. On dit que d est le discriminant absolu de K. Quel est le discriminant
absolu de Q(z) si z est une racine primitive p—éme de 1'unité, p premier ?
Quel est le discriminant absolu de Q(v/d) ou d est un entier sans facteur
carré?

¢) Soit M un réseau de R™. On appelle volume de M le nombre :
v(M) := vol ({Ztiei Vi 0<t; < 1})

pour n’importe quelle base eq,...,e, de M. Montrer que v(s(A)) =
27"2/]d| ou d est le discriminant absolu de K.

d) Soit 0 # 2 € A. Montrer que |Ng/q(z)| = |A/Az|. Si I est un idéal non
nul de A, on notera N(I) := |A/I] (c’est la norme de I). Montrer que
v(o(I)) = 27"2/|d|N(I).



Soit ¢ > 0. On note :
By := < (Y1, Ypy s 215 -y 2ry € R™ X C"2 ¢ Z|yl| —|—22 |z;| <t
i J

On admettra que vol(By) = 2" (7/2)"2¢" /nl.
Soit 0 # I un idéal de A.

On choisit ¢ tel que vol(B;) = 2"v(s(I)).

En déduire qu’il existe = € I, non nul tel que

Ng () < (4/m)"2nl/n"/[d|N(I) .

Montrer que n = [K : Q] est majoré indépendamment de K.

Soit B Uensemble des (Y1, ..., Yrys 21, -+, 2y ) € R™ x C™ tels que :

1| < 27(m/2) 72 /|d], lysl < 1/2,2<i <,
2] <1/2,1<j<ry
siry > 0 et tels que
S(z1) < 2"(4/m)(m/2)7"2/1d], R(=1) < 1/4,
|2j| <1/2,2<j <y,

si 71 = 0. Vérifier qu’il existe 0 # x € K tel que s(z) € B.Montrer que
K = Q(z) et en déduire qu'’il n’y a qu'un nombre fini de corps de nombres
(dans C) de discriminant d donné.

Exercice 3 (Théoréme des unités) Soit K un corps de nombres de degré
n sur Q. On note s1,...,s, les plongements de K dans C. On suppose que
81, ..., 5, sont les plongements réels et que s;j4,, =5;sir; +1 <75 <7y +ro.
On pose s(x) := ($1(x), e Spy 4 (x)) € R™ x €2 ~ R™.
On note A I'anneau des entiers de K et A* son groupe des unités.

a) Montrer que si x € K, alors :
re A" & NK/Q(I) =41 .
b) On pose L : K* — R "2z — (log|s1(z)], ..., 10g |y 4 (x)]). Vérifier

que c’est un morphisme de groupes.

¢) Si B est une partie compacte de R" "2, montrer que L~1(B)N A* est fini.
En déduire que G := ker L N A* est cyclique (fini). Montrer que G est le
groupe des racines de 1'unité de K.

d) Montrer que L(A*) est un sous-groupe discret de R"**"2 (i.e. son intersec-
tion avec tout compact est finie). Montrer que L(A*) ~ G x Z*® pour un

s <ri+ry—1 (indication : Tlicicr, 8@ Ly r1gjcrar 185 (@ = 1.
e) Soit a > 27(2m)~"2\/[d]. Soient | = (I1,....ly,4r,) € RIS tels que
[T2, L1152, Z = a. En considérant ensemble :
B := {(yi,Zj) eR™ xC™ |yz| < l,‘, |Z]‘ < ZJ(VZ,j)} ,
montrer qu’il existe x; € A tel que

1<|N(x)| <a

Vérifier que :
0 <logl; —log|s;(x;)| <loga

pour tout i.
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f)

Soit f : R™*"2 — R une forme linéaire non nulle sur ’hyperplan H d’équa-
tion y1 + ... + Y, + 2Ur 41 + oo + 2Yr, 4, = 0. Montrer qu'il existe ¢y > 0
tel que :

|f(L(z1)) = f(log(lh), ..., 10g(lr, 4r,))| < cfloga .

Soit b > cyloga. Pour tout entier h > 0, il existe des réels l1,...lr, 4r, >0
tels que :

72

T1
16115 = a fQog(ty), ... log(l, 1)) = 260

i=1 j=1
(le justifier!). On note xp, € A un élément tel que, comme ci-dessus :
|f(L(z1)) — f(logl)| < cploga .
Vérifier que :
(2h — )b < f(L(zp)) < (2h+1)b
pour tout h. En déduire que les L(xp) sont deux a deux distincts, h > 0.

Vérifier que les idéaux Axp, h > 0, sont en nombre fini. En déduire I'exis-
tence d'un u € A* tel que f(L(u)) # 0.
Conclure que L(A*) est de rang r1 + 72 — 1 et que :

A~ G x gt

Application aux corps cyclotomiques : Montrer que si p est un nombre
prmeier impair, si z est une racine primitive p—éme de 1'unité, alors on a
un isomorphisme de groupes

Z[2])* ~ Z/2p7 x TP~3)/2

uels sont les corps pour lesquels A* est fini?
psp q



