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Exercice 1
a) Déterminer le degré de Iextension Q(v/2, V/3, V/5)/Q.
b) Déterminer les plongements de Q(v/2, v/3, v/5) dans C.
¢) Trouver un élément primitif pour I'extension Q(v/2, v/3, v/5)/Q.

Exercice 2 Soit a:= V2 + V2.

a) Déterminer f(X) € Q[X] le polynome minimal de a sur Q.
b) Montrer que Aut(Q(«)) ~ Z/47Z.

Exercice 3 Soit K C L une extension algébrique. On suppose que L =
K(z,y) avec x,y € L et y séparable sur K.

a) On suppose K infini. On note z := x1,x2,...,%p, ¥ := Y1,...,Yq les ra-
cines de P, et P, les polynémes minimaux de z et y sur K (dans une cléture
algébrique de L). Montrer qu'il existe ¢t € K tel que les z; +ty;, 1 < i < p,
1 < j < gq, soient deux a deux distincts.

b) On pose z := z+ty. Quel est le pged des polynomes P, (2 —tX) et P, (X)?

¢) Montrer que L = K(z).

Exercice 4 Soit L/K une extension algébrique.
On suppose qu'il existe z tel que L = K (). Soit P le polynéme minimal de
x sur K.

a. Soit M un sous-corps de L, contenant K. Montrer qu’il existe un fac-
teur unitaire @ de P dans L[X] tel que M soit engendré sur K par les
coefficients de Q.

b. En déduire que I'extension L/K n’a qu'un nombre fini de sous-extensions.

Réciproquement, on suppose que U'extension L/K n’a qu’un nombre fini de
sous-extensions.

a. Montrer que [L : K] est fini.

b. Si K est fini, prouver qu'il existe z avec L = K (z).

c. Si K est infini, montrer que pour tout z, y dans L, il existe A € K tel que
K(z,y) = K(x + M\y). En déduire qu'’il existe z tel que L = K(x).

Exercice 5 Déterminer le corps de décomposition du polynéome X3 — 2 sur
Q et déterminer son groupe de Galois G. Décrire les sous-groupes de G et les
extensions de Q correspondantes.

Exercice 6 Soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par :
tCtett—t!

ot C est une racine primitive n—iéme de 1.
a) Montrer que G est isomorphe au groupe diédral d’ordre 2n.
b) Montrer que C(t)¢ = C(t" +t~™).

Exercice 7 a) Soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré
par les changements de variables t v t=1' et t — 1 —t. Montrer que G
laisse stable I’ensemble des 3 fonctions :

Frmtat o=l ot (1=t fo= 1t (1t ).

En déduire que G est isomorphe au groupe Ss.

b) Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f € C(t) invariantes par les
changements de variables

ts1l—tett—t 1.

Montrer que K = C (%)



¢) En déduire que lextension :

2 13
() <o

est galoisienne de groupe de Galois Ss.



