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VI.— Polynémes cyclotomiques
Sin > 1, on pose :

D, (X) := 1:[ (X — e¥hr/my e ¢[X] .

Il =

n

Rappelons que ®,,(X) est un polynoéme unitaire a coefficients entiers.

Exercice 1 a) Calculer ®,(X) si p est un nombre premier et montrer que

b)

®,(X) est irréductible sur Q a l'aide du critére d’Eisenstein.

Calculer le discriminant de X™ — 1. Montrer que pour tout nombre premier
p et tout polynome f(X) € Z[X], f(XP?) = f(X)P mod pZ[X]. En déduire
d’abord que si z € C est une racine de ®,,(X) et si p est un nombre premier
qui ne divise pas n, alors le polynéme minimal de z sur @ annule aussi 2P
puis, que ®@,,(X) est irréductible sur Z.

Soit z := e*7/™ Montrer que Q(z) est une extension galoisienne de Q de
groupe de Galois isomorphe & (Z/nZ)*.

Montrer que

Qz)NR=Q(z+ 2z ") = Q(cos 21 /n) .

Déterminer laction du groupe de Galois sur cos(27/n). Si p est premier,

montrer que Q(cos(27/p)) est I'unique sous-extension de Q(z) de degré
p—1
—

Exercice 2 Soit p un nombre premier. Soient ¢ := €2™/? et Hy¢ 'unique sous-
groupe d’ordre f de (Z/pZ)*. On définit une f—période comme la somme :

Cra= )y ¢

a€lHy

pour tout [ premier & p.

2)

Soient e, f des entiers positifs tels que ef = p — 1. Soient (ry,,...,(r., les
différentes f—périodes. Montrer que

(X = Cry)- (X = Cra,)

est le polyndme minimal de toute f—période sur @ et que toute f—période
est un élément générique de Q(¢)s sur Q.

Si C(£.1),¢(f,m) sont des f—périodes avec p premier a [, m alors vérifier que :

C(f,l)C(f,m) = Z C(f,l’+7n) .

VelH;

On suppose que p = 17. Montrer que 3 est un générateur de (Z/pZ)* pour
la multiplication.

Exprimer (g1 et (g3 en fonction de ¢ et montrer que :
Ga1+Gg3=—let(gis3=—4.

En déduire <8,1 et <8,3-

De méme, montrer que les 4—périodes sont les racines des polynémes :
X% —(gaX —let X2 —(g3X —1

et en particulier que :

Ca1=1/4 (—1+\/ﬁ+ \/m> :



G2 =1/4 (—1+m_ 34—2\/ﬁ> ;

G3=1/4 (1 — V17 + \/34+2\/ﬁ) .

f) Montrer que (21 et (2.4 sont racines de I’équation :

X? = pX +C3=0.

En déduire que :

cos(2m/17) =
—%+%xﬁ7+%6\/34 - 2x/ﬁ+;\/17 +3V17 — /34 — 217 — 24/34 + 2V/17.
Q<)
2
Q(¢)H2 == Q(cos(27/17))
Q(O)H == Q(\/34— 2V17)
Q(¢)Hs Q(V17)
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