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Intégrales theoriques

Exercice 1.
Soit f une fonction de classe C* sur ’intervalle [a, b]. Montrer que

b
lim f f(@)sin(nt)dt =0
n—-+oo a

Exercice 2.
Prouvé 1’énoncé suivant :

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b],(oU a < b), a valeurs positives, telle que f:f(t)dt =
0 alors f est nulle sur [a, b].

Exercice 3.
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] (oU a < b).

Montrer que f est de signe constant si et seulement si ff |f(®)]dt = |fff(t)dt|.
On posera
f+() = max (f(®),0) et f(t)= tg%%](—f (),0)

Exercice 4.
Soit f une fonction continue de R* dans R. Prouver que, lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement

positives, xl—zfox tf (t)dt tend vers %f(o).

Exercice 5.

1. Montrer que u,, = fOZ sin™(t) dt tend vers 0 quand n tend vers +co.
2. Montrer que u,, = f05 sin™(t) dt tend vers 0 quand n tend vers +oo.

On coupera I’intégrale entre 0 et «,, et entre «,, et % avec a, =

N_

2%

Exercice 6.
1. CalculerI = fol In(1 +t?)dt
2. On pose, pour tout n > 1, un entier

1
Uy = f V1+t2dt
0

Calculer la limite de u,,.
3. AT’aide de la formule de Taylor-Lagrange, prouver que pour tout u > 0,

1
le* —1—u| < Euzeu
4. En déduire que pour tout t € [0,1],
n 1 1
Vi+t2—1—-—In(1+t)| <=
n n

1




Puis trouver un équivalent de u,, — 1.

Exercice 7.
Soit f de [0,1] vers [0,1] une application continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[. On suppose que :

1
f FOdt = FQ)
0

Montrer qu’il existe ¢ € ]10,1[ tel que f'(c) = 0.
On pourra utiliser la fonction g définie sur [0,1] par

900 = 2f () — f F(O)dt
0

Exercice 8.
On désigne par f une application continue de R* dans R. On suppose qu’il existe un nombre réel k

strictement positif, tel que, pour tout x de R*, on ait :
0<f(x)< kfxf(t)dt
1. On définit I’application H de R* dans R en posant, poour tout x de R* :
H(x) = e7** fxf(t)dt
0

Montrer que H est dérivable sur R* et calculer H'(x) pour tout x de R*.
2. Montrer que pour tout x de R*, H(x) = 0.
En déduire que f est I’application nulle de R* dans R.

Exercice 9.
On définit une application f de [0, ] vers R par :

f(t)—1 () si 0<t<1,f(0)=0,f(1)=1
Et une application F de ]0,1[ vers R par :

2

1
F(x)=fx mdt

Montrer que f est continue en tout point de [0,1].
Soit x dans I’intervalle ]0,1[. Quel est le signe de F(x) ?
Montrer que F est dérivable en tout point de ]0,1][ et calculer sa dérivée.

pwbh e

a) Pour x € ]0,1[, montrer que

2

x 1
jx (o) dt = In(2)

x?In(2) < F(x) < xIn(2)
c) En déduire I’existence et la valeur de la limite
}Ci_rg F(x)
x<1
5. Montrer que F(x) tend vers 0 quand x tend vers 0 (avec x > 0).

b) Pour tout x € ]0,1[, montrer que

a) Montrer que quand e tend vers 0 (avec 0 < € < 1)



f:_ef(t)dt - jolf(t)dt

b) Déduire de ce qui préceéde la valeur de

folf(t)dt

Exercice 10.
Soit I, = [ - dx

1+x
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,,),en — 0.

2. Calculer I, + I, 4.
3. Déterminer
n (_1)k+1
nl—l>r-1+loo Z k
k=1

Exercice 11.
Soit F la fonction définie pour tout x > 1 par
x%-1 dt
F(x) = —
(x) fx_l In(1+¢t)

1. ATaide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour toutt > 0 :
2

t
t—7<ln(1+t)<t

2. En déduire que pour tout x € |1,v3[:

x—3
In(14+x)<F(x)<In(14+x)+1In | |
|x2 — 3]
Puis
}Ci_r)r% F(x)
x>1
3. Calculer, pour tout > 1, F'(x).

4. En déduire que pour tout x > 1, F(x) > In(2).

Exercice 12.
Soit I = ]1, +oo[. On désigne par f l'application de I dans R, définie, pour tout x € I, par
x2
In(t)
f)=] —=zdt
. (t—1)2

Premiere partie
Dans cette partie on ne cherchera pas a exprimer f a 1’aide de fonctions usuelles
1. Déterminer le signe de f(x).
2. Justifier la dérivabilité de f sur I, et calculer f'(x) pour tout x € I, on exprimera f'(x) de la maniéere la
plus simple possible.

a) Montrer que pour tout t € I,

(t—1)?
2

t—1-— <hlh@®)<t-1

On pourra utiliser la formule de Taylor Lagrange entre 1 et t.
3



b) En déduire I’existence et la valeur de
lim, £ (x)
Deuxiéme partie
In(t)
(t-1)?
2. Exprimer la fonction f a 1’aide de fonctions usuelles de la fagon la plus simple possible.

1. Déterminer une primitive de la fonction t +— a I’aide d’une intégration par parties.

Exercice 13.
Soit F la fonction définie sur ]Og[ par

2x dt
Fx) = ,L sin(t)

1. Montrer que F est bien definie sur ]0%[ puis qu’elle est de classe C?! sur cet intervalle.
2. Calculer F'(x), en déduire les variations de F sur ]Og[
3. ATaide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour tout t € [x, 2x] c ]Og[ (c’est-a-dire pour
T
X € ]O,Z[)

t2
0<t—?<sin(t)<t

4. En déduire que
1 1 1 1

t sin(t) t+2—t
5. Montrer que pour tout x € ]Og[
2—2
In(2) < F(x) < In(2) — 1n( — x)

6. En déduire la limite de F(x) lorsque x — 0.

Exercice 14.
Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur [0, a] telle que £ (0) = 0.
Soit g une fonction définie sur [0, a] par :
x Q)
9@ = jo FOde+ | o - xf )
1. Montrer que g est dérivable.
2. Calculer g’ et en déduire g.

Exercice 15.
Soit 0 < a < 1. On considére

1
al

[ = f @
o 1+x

1. Montrer que

j‘a ln(x)d B fl ln(x)d
; 14 x? A PR =i
a

On pourra utiliser le changement de variable x = %
2. En déduire la valeur de 1.



Exercice 16.
Soit F: R — R definie par

er—l,'
F(x) =f —dt
x t

F(0) =1In(2)
1. Montrer que pour tout x # 0, F est dérivable.

a) A l’aide de la formule de Taylor Lagrange, montrer que pour tout t € R il existe ¢ €] — t, t[ tel que :
et=1—te ¢

b) En déduire que pour tout t € [—1,1], t # 0.
1 1 et

—<-——<e
e t t

c) Trouver un encadrement de F et en déduire que F est continue en x = 0.

3. Pour tout x # 0, calculer la dérivée F' de F. F est-elle dérivable en 0 ? que peut-on en déduire sur
I’allure de le graphe de F ?

4. Etudier les variations de F.

-t
5. Montrer que pour tout t > 1, ET < e~t, en déduire une majoration de F et sa limite en +co.

En reprenant 1’égalité du 2. a), montrer que pour tout t < 0, e~¢ > 1 — t en déduire que pour tout x < 0
F(x) > —In(2) — x
En déduire la limite de F en —co.
7. Tracer I’allure du graphe de F.



