COURS DU MERCREDI 29/3/17

Exercice 1 a l'ordre 3 en 0 Vi—z Vite—1—z

1424223 +ad” sin z

Exercice 2 Trouver lim z—o 282=2
I#O SINTr—Ix

Ezxemple :

1 1 T
in zchx — hx = 223/3 4 ==
sin zchx — cos xshx T / —i—o(a: ), Sna sha 3

+ o(x)
5.2.1 Intégration des d. 1.
Si f: 1 — R est dérivable sur I, si f/ a un d.l. en 2y d’ordre n :
f(z) =ag+ ... + ap(x — 20)" + o((x — 20)")

(n>0) alors f aun d.l. & 'ordre n + 1 en z :

F(@) = o) + aole = 20) . (=)™ Fof(w — o))

Démonstration : D’apres la régle de I’'Hospital,

lim f(@) = f(x0) — ao(z — x) — ... — 2 (w — mo)" !

ol (z — 20)"+?

o fi@) —ag — o — ap(T — )"
N wlggo (n+1)(x — zo)™

si cette limite existe. Or cette limite existe et vaut 0. q.e.d.

5.2.2 Dérivation des d.l.

Théoréme 5.1 Soit f: I — R une application qui a un d.l; d’ordre n x
avecn > 1 :

f(z) =ao+ a1(x — o) + ... + an(x —20)" + o((z — x0)"),
si f" aun d.l alordren—1 en xg, alors :

f'(x) = a1 + 2a3(x — 20) + ... +nan(x —20)" "+ o((x —20)" ") .



Démonstration : On utilise le théoréme précédent et I'unicité du d.l. ¢.e.d.

. . . o n (_1)kx2k+1
Application :arctanz = >, T
2n+2)

1.3.....(2k—1) g2k+1
2k k! 2k+1

+o(z* %) ; arcsinx = S},

o(x
Exercice 3 Développer eS®
4 en 0.

a lordre 3 en 0. Développer In(cosz) a l’ordre

Théoréme 5.2 Soit I un intervalle ouvert contenant 0. Soit J un intervalle
ouvert. Soient g : I — R, f:J — R telles que g(I) C J. On suppose que f
a un développement a l'ordre n en ¢g(0), que g a un développement a l’ordre
nen0:

9= 9(0) + Qn +o(z")
f(9(0) +2) = Py + o(z")

ot P, Q, sont des polynomes de degrés < n et X|P,, alors fog a un déve-
loppement limité a ['ordre n en O et :

fog(z) =R, +o(z")

ot P, o @, = R,mod X" (R, est le reste de la division euclidienne de
P,oQ, par X").

1 1

sinx shz *

Exercice 4 d.l. ¢ Uordre 4 en O de

5.3 D.l ailleurs qu’en 0

Ezxemples :

a) e* =@ =214 (2 —2) + (z —2)%/2+ (x — 2)3/6 + o((z — 2)*)) =
e +e*(x —2) +eX(x—2)%/2+ e(x —2)3/6 + o((x — 2)3);

Inz In(l+(z—-1) (z—-1)—(z—1)2/24+(x—1)*/3—(z—1)"/44o((x — 1))

2 (14 (z—-1)2 1+2(x—1)+ (z—1)2

=((e=1) = (2 =12+ (z = 1)*/3 = (z = 1)"/4 + o((x — 1))
(1=2(z=D)+(z—1)*+[2(z=1)+(z—1)*P~[2(z—1)+(2—1)*P+o((z—1)*)
=((z=1) = (2 =12+ (z = 1)*/3 = (z = 1)"/4 + o((z — 1))
(1—=2(x—1)+3(x—1)* —4(x — 1> + o((z — 1)%))

= (@1 - S 1P+ =1~ = 1) ol — 1))



Développements asyptotiques (ou d.l. a ’c0)

Ezxemple : « au voisinage de l'oco » ,

\/x+1—\/x—1:\/§(\/1+i—\/1—i)

\/’<1+1 1+1 1+1+1+1+(1))

PR PR JE— PR R O PR

2x 81‘2 483 2¢  8x?2  48x3 3
1 1

m\/— r2\/x

6 Applications

Exercice 5 n! ~ nlnn Indication : n! < n™ et " > %T

Théoréme 6.1
n!l ~ V2mn (n)
e

Lemme 6.2 soit « € R. La série Y o° converge < o > 1.

nlna

Démonstration :Sia < 1, alors >p_ kla > Zk 1 k
Or la suite croissante deﬁme par H, = >7;_, ; n’est pas bornée car sinon
elle convergerait ce qui est impossible vu que :

2n 1 2n 1 1

k=n+1 k=n+1
Sia>1,ona:
Lo 1(<1+1)a‘1_1)
ne=t ne (n+4 1)o7t n
1 a—1 1
(n+ 1)a—1( n * 0(5)
(@—1)
-
Donc il existe une constante K telle que

1
Yn, — < K( L 1)
ne na—l ne
D’ou :

LA | " 1 1 1
— < K — <Kl|l-—"—| <K
192::1 ka — kzz:l (kaoa—l (k+ 1)04—1) — ( (n_|_ 1)04—1) —

a donc une suite qui converge car croissante et majorée. q.e.d.
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