COURS DU MARDI 25/4/17

Ezercice : résoudre : ¢y’ + y = tan® z.

3 Equations différentielles linéaires d’ordre quel-
conque

Soit I un intervalle ouvert de R.

Définition 1 Soient m,n € N*. Soit A : I — M,,(R), z — A(z) =
(a;j(x))1<icm une application. on dit que A est continue, dérivable, k—fois
1<j<n

dém’vable: ék, etc si les mémes propriétés sont vérifices par tous les a;j, 1 <
i<m,1<j<n. SiA estdérivable en x € I, on note A'(x) = (aj;());-

Exercice 1 St A : I — M,,(R) et B : I — M,,(R) sont dérivables en
xo € I, alors AB aussi et :

(AB)'(w9) = A'(z0) B(w0) + A(zo) B'(w0) -

Théoréme 3.1 Soit A: I — M, (R) une application continue. Soit B : I —
M,1(R) une application continue. Pour tout xq € I, Yy € M,1(R), [’équation

Y' = A(x)Y + B(x), Y(x9) = Yo
a une unique solution Y : I — M,1(R).

Remarque. Si z1,...,x, : [a;0] — R sont des fonctions ri, si X(t) =
1(t) P2y (t)dt
, alors on pose [’ X (t)dt := :

T (t) [ 2, (t)dt

Lemme 3.2 Si A € M,,,(R), on pose ||A]| = maxiZ, 377, |Aj;|. Pour
toutes matrices A € My, (R), B € M,p(R), on a :

IABI[ < [[A[lllBII -

Lemme 3.3 Soit (z,,) une suite réelle. Si la suite (3j_, |Tk|)n est majorée,
alors lim,, >°)_, x), existe.



Notation. On pose alors Y 72 o x = im0 > p_g Tk. Démonstration : On
pose xt = max{z,0} et =~ = max{—=z,0}. On a bien entendu : z = 2+ — 2~
et |z| = 2" 4+ 27. De plus :

Or les suites (X F_o ) )n €t SS7_o 2 sont croissantes et majorées par Y32 |75 =
sup{>_p_o |zx] : n > 0}. Donc elles convergent ... g.e.d.

Lemme 3.4 Pour tout v € R, la suite %T,L tend vers 0 et la série Y, -

n ol
converge.

Démonstration : Posons a,, = 2"x™/n!l. La suite |a,|/|a,—1| = 2z/n tend
vers 0 donc il existe N € N tel que "n > N, |a,|/|an_1| < 1.D’ou :

“n >N, Jan| < |ax]

= "n >N, |2"/n!| < ‘(;Zl .
qg.e.d.
Démonstration du théoréeme : Unicité :
Montrons que si Y'(z) = A(z)Y (x) et Y (x¢) = 0, alors Y = 0.
On a: .
Y(z) = / AWY (D)t .
zo
Soit § > 0 tel que [zg, 20 + ] C I. Soient M = supy,, .14 Y] et [|A]| =

SUP,y<z<zots ||A(T)[|. On vérifie par récurrence sur n € IN que pour tout
o < x < x9+ 0 et tout n € N,

||A[]" (z — )"
n!

Y ()| <M —noo 0.

Existence : On pose Yy(z) = Yy et Y1 (z) = Yo+ /5 (A(t)Yi(t)+B(t))dt.
Nous allons montrer que Yi(z) tend vers Y (z) pour tout z € I et que la
fonction Y obtenue est continue sur /.

Il suffit de le montrer pour tout segment J C I qui contient x.

Soit J un segment contenu dans I et contenant xy. Posons M; = sup; ||A(t)Yo+

B(t)|| et [[All; = sup, [[A()]]-

Par récurrence sur k£ € IN :
Vi1 (z) — Ya(@)|| < MyJ|A|[5(x — 0)*/K!
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pour tout x € J.
Notons y1, ..., Yrn les fonctions coordonnées de Y}, :

Yr1 ()
Yi(z) = :

Yin (7)
Pour tout 1 <7 <mn, pour tout z € J, on a :

|z — x|

[Yi16(2) = yra(@)] < Myl Alls—

< My||A| 575 /k!
ol Ty = maxy |z — x|
Donc la série Y72 o yr+1i(x) — yri(x) converge pour tout z € J. On note

Vi) = yoi + Xt Ye+1i () — yri(z). Il est clair que limyoo yri(x) = y;(z) pour
tout x € J.
On a de plus, pour tous z, 2’ € J :

|9 (2') = yi(@)] < [yi(2) — yici(@)] + [yri (@) — yri(@)] + [yri (@) — (2]

<2M; Y [NAISPS /R lyki(@) — yia(@)]
k=K

(pour tout K). Soit € > 0. Soit K tel que :
My Y Al /R < e
—K

(un tel € existe car 352 . || A[|%r% /k! — 0 lorsque K — 00).
Comme yg; est continue, on peut trouver n > 0 tel que :

z,7' € J, |z —2'| <n=lyki(z) —yxi(2')] < e .

Mais alors :
lyi(x) — yi(2)] < 3e
pour tout 2. Dol y; et donc Y sont continues sur J. C’est vrai pour tout

segma J C I. Donc Y est continue sur I.
De plus, on a :

T

Yot / £)Yie (6)+ B()dt—(Yo+ / WY (0)+Bt)de) = [ A®)(Yi(t)-Y ()t

0



Or :
[ Awio - Yoyl <1 My 3 1Ak

—0

quand K — oo. Donc limg o Yie11(7) = Y (2) = [ A()Y (t) + B(t)dt pour
tout = dans 1.
Mais alors Y est dérivable et on a bien Y'(z) = A(z)Y (z) + B(z). ¢.e.d.

Contre-exemple. 1’équation 3y’ = \/y, y(0) = 0 a plusieurs solutions :
Y Y, Yy

(t—to)% - .

- sit >ty
yt) =<

0sit< to-

outy € Rzo.

Corollaire 3.4.1 Soient b, ay,...,a, : I = R des fonctions continues. Alors
pour tous xo € I, Yo, ..., Yn—1 € R, I’équation :

Y™ 4+ ay(2)y™ Y + L+ an(2)y = b(@), y(z0) = Yo, ..., ¥V (20) = Y

a une unique solution y : I — R n—fois dérivable.
Cas homogéne : notons (E) ’équation :

y™ 4+ a1 (2)y™ Y + .+ an(z)y =0 .
Pour tout x¢ € I, l'application :
{ solutions de (E)} — R"™, y — (y(x0), ..., y" *(20))

est un isomorphisme. en particulier l’espace des solutions de (E) est de di-
MENSsion n.

0 10 ... 0

Y
0 0 1 0

y/

Démonstration : On pose Y = . et A=
. 0 0 1
y(nf )
Ay  Ap—1 oo
q.e.d




