COURS DU MARDI 28/2/17

Chapitre IV Fractions rationnelles

1 Définitions

Soient P = ag + ... + a, X% un polynéme ot ag, ..., a, € R.

On note d = deg P le plus grand entier ¢ > 0 tel que a; # 0. Si P =0, on
pose deg P = —oo. C’est le degré de P.

Le terme dominant est az X%, a4 est le coefficient dominant de P.

Somme et produit :

siP=ag+..+a,X"et Q=0by+ ...+ b, X" sont des polyndémes, alors
on pose

max{m,n}
P+Q= > (ai+b)X

i=0
m+n )
PQ = Z i X'
i=0
ol ¢ = Z};ZO arbi_k.
On vérifie que deg PQ) = deg P + deg Q).
On en déduit que si PQ = 0, alors P ou Q = 0.
Divisibilité :
si P, sont des polynomes, si P = B() pour un certain polynéme B, on
dit que @ divise P, notation : Q|P.
Diwvision euclidienne :
soient P, @) polyndmes avec ) # 0. Il existe un unique (B, R) couple de
polynomes tel que P = BQ + R avec deg R < deg Q).
Polynémes irréductibles :
un polynome P est irréductible s’il n’existe pas de polynéome de degré
0 < d < deg P qui divise Q.

Théoréme 1.1 Dans R[X], le polynome P est irréductible < deg P =1 ou
degP =2, P=ap+ a1 X + ay; X? avec A(P) = a? — 4agay < 0.

Ezxemple : X? + 1.

Théoréme 1.2 Dans C[X]|, un polynome P est irréductible < deg P = 1.



Proposition 1.3 Soit P € R[X]. Alors il existe c € R*, Py, ..., P, irréduc-
tibles unitaires (i.e. de coefficient dominant 1) deuz & deuz distincts tels que
P = cP"...P% pour certains a; > 1. De plus, ¢, v; les P; et les a; dont
uniques (a permutation prés). Méme énoncé sur Q ou sur C.

Ezemples :

X441 = (X2 V2X +1)(X?2 - V2X +1) .

n—1
X" ] = H(X_GZiknr/n) ]

k=0

Définition 1 On dit que deuz polynomes P, Q) € R[X]| sont premiers entre
eur si D|P et D|Q = D =constante.

Rappelons que P, (Q sont premiers entre eux < “U, V polynomes tels que
PU + QV =1 (relation de Bézout).

2 Corps des fractions rationnelles

Définition 2 On note R(X) = {g . P e RIX], Q € R[X], Q # 0} ot deux
symboles g et %, P,.Q,R,S € RIX], Q,S # 0, sont égaux si et seulement
si - PS =QR.

Proposition 2.1 Pour les lois suivantes :

PP PiQy+ POy

7_1_7 —
Q1 Q2 Q102
P P, PP,

Q1'Qs Qi@
R(X) est un corps. De plus le morphisme R[X| — R(X), P — £ est injectif.

On définit deg (£) = deg P — deg Q.
Exercice 1 C’est bien défini! et deg(f + g) < deg f + degg.
Mémes définitions avec C a la place de R.

Définition 3 Si f = P/Q et si les polynomes P, Q) sont premiers entre eux,
on dit que la fraction est irréductible.



3 Décompositions en éléments simples

Théoréme 3.1 Soit f une fraction rationnelle dans K(X) ot K =R ou C,
alors f s’écrit de maniére unique :

-

i=1 \j=1

oun € Nyn;, € N, D; € K[X] sont irréductibles unitaires deur a4 deux
distincts, Ai; € K[X] sont de degré deg A;; < deg D; (donc constants si D;
de degré 1 et de degré < 1 si D; de degré 2). De plus si f = g est la forme
réduite de f, alors E est le reste de la division euclidienne de P par Q) et
Q = Di'..D}'" est la décomposition de Q) en facteurs irréductibles.

Démonstration : unicité : il suffit de montrer que si
=1 \j=1 i

alors tous les A;; sont nuls et £ = 0.
Or,

A droite, on a une fraction de degré < 3, >, deg (27) < 0.Doncdeg F <
0ic E=0. Z

Mais alors

L (E5)-

i=1 \j=1

A D
@Z(ZJ i ) =0

N Sy Ay D _ (Zj Az‘jp?i_j>
DM = Dl

POy Ay D _ A
DY [li>2 Di"




pour un certain polynéme A. Donc

D 3o AyDy ) T DF
j=1 i>2

comme D est premier avec [[;55 D;", on en déduit que

n1 )
DY (Z AUDT‘J)

J=1

ny
= ZAljD?l_j =0
j=1
pour des raisons de degré. Donc Ay, est divisible par D; donc Ay, = 0 (pour
des raisons de degré). On simplifie par D; et on trouve que A, 1) = 0 et
Ay; = 0 pour tout j. De mrhe A;; = 0 pour tous ;.
Ezistence :

Si R, S sont premiers entre eux, alors ;S =L 7+ L a pour certains P;. En
effet : RU + SV =1 pour certains polyndémes U V. Donc RS % =

On a donc avec les notations de 1’énoncé f =3, nl pour certains poly-

nomes A;. On fait la division euclidienne de A; par DZ :

ol degR < D;. Alors nﬁ = nl,l nz. On en déduit par une récurrence
l

= E; +Zg 1 DJ
deg D; et certams polynomes E;.
D’ou

- pour certains polynomes A;; de degrés degA;; <

=1

f= E+Z(Zj§)

avec b =%, E;.

3.1 CasdeC

Un élément simple est une fraction de la forme ﬁ, ae€ C* recdC,
n>1.

1
(X—r)n?

Théoréme 3.2 Les monomes 1, X, ..., X", ... et les éléments simples
r € C, n>1, forment une base de C(X) comme C—espace vectoriel.



3.2 Casde R

Un élément simple est une fraction de la forme ﬁ, a € R*, reRou

bien %, (a,0) € R? \ {(0,0)}, p,q € R et p* < 4q.

Théoréme 3.3 Les monomes 1, X, ..., X", ... et les éléments simples - r)m
1 2 X

TER,TLZ]_, m,p,qGR,p _4q<0 nZletleSm,

p,q € R, p* —4qg < 0, n > 1 forment une base de R(X) comme R—espace

vectoriel.

Ezemples : Si f = P/Q est irréductible, si Q = (X —a)Qy avec Q1(a) # 0,
alors f a un élément simple de la forme A/(X —a) avec A = P(a)/Q’(a). Plus
généralement, si Q = (X —a)"Q; avec Q1(a) # 0, alors f a un élément simple
de la forme \/(X — a)" avec A = P(a)/Q:(a).

Exercice 2 a)

X+3 43 (-1/3)
X-D(X+2) X—1 X+2°

b) Sideg P < n, alors

P 1 7= 1 lcP )
Xn nz — 2k
0w z = e2m/n,
¢)
X+2 _(—5/27) n 4/9 n 5/27 1/9
(X +1)2(X-2)2 X-2 (X-22 X+1 (X+1)2
d)
2
X =7
(X4_|_X2+1)2
e)
X'+2
(X2+ X +1)3



