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Questions de cours (5 points)
1. Définir le produit semi-direct de deux groupes;

2. Donner la liste (a isomorphisme prés) des sous-groupes finis du groupe réel ortho-
gonal O(2);

3. Donner la description géométrique d'un élément quelconque dans le groupe réel
orthogonal O(3);

4. Formuler les théorémes de Sylow.

Probléme 1 (10,5 points)
1. Soit G un groupe d’ordre 231 =3-7-11.
(a) Montrer que G admet un seul 7 — Sylow et un seul 11 — Sylow ;

(b) Montrer que si P est le 11 — Sylow de G alors P est contenu dans le centre de
G. (Indication : on considére 'action d'un 3 — Sylow et action d'un 7 — Sylow
sur P par conjugaison.)

(c) Montrer que G admet un unique sous-groupe d’ordre 77 et qu’il est distingué
dans G. Est-ce que ce sous-groupe d’ordre 77 est cyclique ? Justifier sa réponse;

(d) Montrer que G admet un sous-groupe cyclique d’ordre 33.
2. Soit H = (Z7,+) et Aut(H) le groupe des automorphismes de H.
(a) Quels sont les générateurs de H 7

(b) Trouver l'ordre de Aut(H). Est-ce que Aut(H) est un groupe cyclique 7 Justifier
sa réponse.

(c) Montrer qu’il existe un homomorphisme non-trivial ¢ : Z3 — Aut(H).

(d) Montrer qu'il existe un groupe non-commutatif d’ordre 21. (Indication : on peut
construire un produit semi-direct de Zs et Z; en utilisant (c).)

3. Avec les notations et les hypothéses de la partie 1 de I’exercice, montrer que GG n’est
pas forcément commutatif.

Probléme 2 (4,5 points)
1. Soit H un sous-groupe distingué de S qui contient un 4—cycle. Montrer que H = ;.
2. Soient P; et P, deux sous-groupes d’ordre 8 de S;. On suppose que P; N P, contient
un 4—cycle. Montrer que P, = P,. (Indication : on montre que le normalisateur de

P, N P, dans Sy contient Py U P, on considére le sous-groupe engendré par P, U P,
et on utilise 1.)



3. Donc un 4—cycle est dans un unique sous-groupe d’ordre 8 de S;. En déduire le
nombre de sous-groupes d’ordre 8 de Sy en comptant le nombre de 4—cycles.

Probléme 3 (4 points) Un groupe G est dit divisible si pour tout g € G et tout entier
strictement positif m il existe h € G tel que h™ = g. Soit G divisible et H un sous-groupe
de G d’indice fini n.

1. En considérant I'action de G sur G/H par multiplication a gauche montrer qu'’il
existe un homomorphisme ¢ : G — 5, tel que ker(p) C H.

2. Soit m l'indice de ker(y) dans G. Montrer que m est fini et divise n!.
3. Montrer que ¢ € H pour tout g € G.

4. En déduire que G = H, i.e. le groupe divisible G' ne contient pas de sous-groupes
d’indice fini strictement supérieur a 1.



