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Exercice 1 Soient Ay := 1 |, A = -1 |, Ay := 1 JAs =

—
|

_
|
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1 | Soit T le tétraedre de sommets A1, Ag, As, Ay.

1

Soit G le sous-groupe des rotations r € SO3(R) qui laissent stables T

a) Montrer que G est isomorphe a un sous-groupe de Gy.

-1 0 0 0 0 1
b) Montrer que a := 0 —1 0 |etb:= 1 0 0 | sontdans Gr.
0 0 1 01 0

¢) Montrer que le sous-groupe engendré par a et b est d’ordre 12.
d) Montrer que (12) ¢ Gr.

e) En déduire que Gp ~ .

f) Montrer que Gt agit transitivement sur les sommets.

g) Montrer que Gr agit transitivement sur l’ensemble {(x,d) € {sommets} x
{arétes} : x € d} (ou {sommets} := {A1, Aa, Ag, A4} et
{arétes} = {[AlAQ], [A1A3]7 [A1A4], [A2A3]7 [A2A4], [A3A4]}
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Exercice 2 Soit C' le cube de sommets | +1 |. Soit G¢ le groupe des rota-

-+

H+

1
tions du cube.

a) En considérant Uaction de G¢ sur l’ensemble des diagonales du cube, mon-
trer que G¢ est isomorphe & un sous-groupe de S&y.

0 -1 0 1
b) Soitr la rotation 1 0 0 | Onnotedy la diagonale issue de 1
0 0 1 1

et d; :=r""1(dy) sii=2,3,4. Quelle permutation de {1,2,3,4} correspond

ar?

o
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¢) Déterminer la rotation s qui correspond a la transposition (12).

d) FEn déduire que Go = {r,s) ~ &4.

e) Montrer que Go agit transitivement sur les sommets.

f) Combien le cube a-t-il d’arétes ¢ Quelles sont les arétes issues du sommet
1
1|7
1

g) Montrer que que G agit transitivement sur l'ensemble {(x, d) € {sommets} x
{arétes} : x € d} du cube.

1/2 —t/2  1/(2¢)
Exercice 3 Soit r := t/2 1/(2t) -1/2 ou t est la racine > 1 de
1/(2t) 1/2 t/2

X2 - X —1.
On reprend aussi les notations de Uezercice [1

a) Montrer que ¢ est une rotation et déterminer son aze et son angle.
b) Soit T; le tétraedre ¢=1(T), 1 <i < 5.

0 1 —t t—1
Tz—{ t—1 1 0 —t }
t -1 —t+1 0
0 —t+1 -1 t
T3—{ —t+1 t -1 0 }
t 0 -1 —t+1
1 —t 0 t—1
T4={ -1 0 —t+1 t }
1 t—1 —t 0
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t —t+1 0 -1
T5={ 0 —t t—1 1 }
t—1 0 —t 1

c¢) Soit H := {a,by. Montrer que {a,b,cy = U}_,c'H. En déduire que {a,b,c)
est isomorphe a As.

d) On note D le dodécaeédre de sommets Ty W To T3 0Ty UT5 (ie. la réunion
des sommets des tétraedres T;). Combien y a-t-il de sommets ¢ Soit Gp le
groupe des rotations qui laissent stable D (i.e. l'ensemble de ses sommets).
Montrer que {a,b,c) < Gp.

e) Montrer que {a,b,c) agit transitivement sur les sommets de D.

f) Montrer que les tétraédres +T;, 1 < i < 5, sont les seuls tétraedres dont les
sommets sont dans D et les arétes de longueur 2+/2.

g) Parmi les tétracdres ci-dessus, quels sont ceux qui contiennent le sommet
1

1 |°?
1

h) En déduire que Gp = <{a,b,c).

Exercice 4 Soit T le polyédre de sommets les 12 points suivants :

1 x/3 x/3 —x/3 —x/3 -1
3 1 1 || 2B 2B || -1 || —=B3 [z==£1
z/3 z/3 1 —1 z/3 z/3

a) Montrer que le groupe des rotations qui laisses stable T est le groupe du
tétraedre de Uexercice[1. On le note encore Gr.

b) Montrer que Gt agit transitivement sur les sommets.

¢) Compter les faces et les arétes et en déduire que G n'agit pas transivement
sur les faces ni les arétes.
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