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Exercice 2.6 nombres de Fibonacci
1) Soit E Ď t1, ..., nu tel que E ne contient pas deux éléments consécutifs.
(*) Ou bien n R E et alors E Ď t1, ..., n ´ 1u. Ou bien n P E et alors n ´ 1 R E et

E “ E X t1, ..., n´ 2u Y tnu.
On a donc fpnq “ fpn´ 1q ` fpn´ 2q.
Or fp1q “ |tH, t1uu| “ 2 et fp2q ““ |tH, t1u, t2uu| “ 3.
On en déduit que @ n ě 1, fpnq “ Fn`2.
2) Soit fpn, kq le nombre de parties de t1, ..., nu de cardinal k qui ne contiennent pas deux

entiers consécutifs.
En raisonnant comme dans (*), on trouve : fpn, kq “ fpn´ 1, kq ` fpn´ 2, k ´ 1q.
Démontrons par récurrence sur n ě 1 que :

@ k P N, fpn, kq “

ˆ

n´ k ` 1

k

˙

.

C’est vrai si n “ 1 car fp1, kq “ 1 si k “ 0, 1, si k “ 1, 0 si k ě 2. C’est vrai aussi si n “ 2
car fp2, kq “ 1 k “ 0, “ 2 si k “ 1, “ 0 si k ě 2.

On suppose que
`

@ kPN, fpl,kq“l´k`1
k

˘

pour tout l ě n´ 1.
Alors fpn, kq “ fpn´ 1, kq ` fpn´ 2, k ´ 1q “

`

n´1´k`1
k

˘

`
`

n´2´pk´1q`1
k´1

˘

par hypothèse de
récurrence. Donc fpn, kq “

`

n´k
k

˘

`
`

n´k
k´1

˘

“
`

n´k`1
k

˘

(relation usuelle des coefficients binomiaux !)
D’un autre côté, on a :

n
ÿ

k“0

fpn, kq “ fpnq “ Fn`2 .

Question supplémentaire. Expression de Fn.
On pose F pxq “

ř

ně1 Fnx
n.

Alors
F pxq “ x` x2 `

ÿ

ně3

Fnx
n

“ x` x2 `
ÿ

ně3

pFn´1x
n ` Fn´2x

nq

“ x` x2 ` x
ÿ

ně3

Fn´1x
n´1 ` x2

ÿ

ně3

Fn´2x
n´2

“ x` x2 ` x
ÿ

ně2

Fnx
n `

ÿ

ně1

Fnx
n

“ x` x2 ` xpF pxq ´ xq ` x2F pxq

Donc p1´ x´ x2qF pxq “ xô F pxq “ x
1´x´x2 dans Rrrxss.

Or on peut décomposer la fraction x
1´x´x2 en éléments simples.

Puisque 1´ x´ x2 “ ´px´ δ1qpx´ δ2q où δ1 “ ´ 1`
?
5

2 et δ2 “ ´ 1´
?
5

2 , on a :

F pxq “
x

1´ x´ x2
“

λ

x´ δ1
`

µ

x´ δ2

avec λ “ δ1
´2δ1´1 “ et µ “ δ2

´2δ2´1 . Donc

F pxq “ ´
λ

δ1

1

1´ x
δ1

´
µ

δ2

1

1´ x
δ2
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“ ´
λ

δ1

ÿ

ně0

ˆ

x

δ1

˙n

´
µ

δ2

ÿ

ně0

ˆ

x

δ2

˙n

.

Donc :

@ n ě 1, Fn “ ´
λ

δ1

1

δn1
´
µ

δ2

1

δn2

“
2

5´
?
5

ˆ

1´
?
5

2

˙n

`
1

5`
?
5

ˆ

1`
?
5

2

˙n

“
1

2
?
5

ˆ ˆ

1`
?
5

2

˙n´1

´

ˆ

1´
?
5

2

˙n´1 ˙

.

3.3 Ensembles dénombrables ou non

1) L’application f : NˆNÑ N, pp, qq ÞÑ 1` ...` pp` qq ` q “ pp`qqpp`q`1q
2 ` q est bijective.

Injectivité.
En effet, si k est fixé l’application q ÞÑ fpk ´ q, qq est strictement croissante sur J0, kK.
Donc @ p, q P N, fpp` q, 0q ď fpp, qq ď fp0, p` qq.
Donc

p` q ă p1 ` q1 ñ fpp, qq ď fp0, p` qq “ p1` ....` pp` qqq ` p` q

ă 1` ...` pp` qq ` p` q ` 1 ď 1` ...` pp1 ` q1q “ fpp1 ` q1, 0q ď fpp1, q1q

d’où : p` q ă p1 ` q1 ñ fpp, qq ă fpp1, q1q.
On en déduit que fpp, qq “ fpp1, q1q ñ p` q “ p1 ` q1.

Posons dans ce cas k “ p` q “ p1 ` q1. On a fpp, qq “ kpk`1q
2 ` q “ fpp1, q1q “ kpk`1q

2 ` q1 ñ
q “ q1. Donc p “ k ´ q “ k ´ q1 “ p1.
Surjectivité.
Soit N P N. Soit k le plus grand entier tel que kpk`1q

2 ď N .
Alors

1` ...` k ď N ă 1` ...` k ` pk ` 1q .

Posons q “ N´p1`...`kq. Alors 0 ď q ă 1`...`k`pk`1q´p1`...`kq “ k`1ñ 0 ď q ď k.
Donc si on pose p “ k ´ q, on a p P N et fpp, qq “ p1` ...` kq ` q “ N .
On en déduit que si I, J sont des ensembles dénombrables, alors IˆJ aussi. En effet, il existe
des bijections f1 : NÑ I, f2 : NÑ J . Alors pf1, f2q : NˆNÑ IˆJ , px, yq ÞÑ pf1pxq, f2pyqq

est une bijection. Donc N 1:1
Ø NˆN

1:1
Ø I ˆ J .

Voici une bijection NÑ Z, @ n P N, 2n ÞÑ n, @ n P Ně1, 2n´ 1 ÞÑ ´n.

2) Si E est un ensemble si f : E Ñ PpEq est une application, alors f n’est jamais surjective
(en particulier |E| ăPpEq même si E est infini).
En effet soit A “ tx P E : x R fpxqu, alors @ y P E, A ‰ fpyq car y P fpyq ñ y R A et
y R fpyq ñ y P A.
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3) Argument de la diagonale de Cantor. Tout réel 0 ď x ă 1 admet un développement décimal
unique :

x “
ÿ

ně1

an
10n

où les ai P t0, ..., 9u et la suite panq n’est pas constante égale à 9 à partir d’un certain rang.
On notera xrns “ an le n´ième chiffre du développement décimal de x.
Supposons par l’absurde que r0, 1r“ txn : n ě 1u. Soit y P r0, 1r le réel de développement
décimal y “

ř

ně1
yn
10n où yn “ 0 si xnrns ‰ 0 et yn “ 1 si xnrns “ 0.

Il est clair que pour tout n ě 1, y ‰ xn car yrns “ yn ‰ xnrns. D’où la contradiction.

4) Montrons que R 1:1
Ø t0, 1uN.

L’application t0, 1uN Ñ R, panq ÞÑ
ř

ně0
an
3n est injective. Donc |t0, 1uN| ď |R|.

L’application RÑ PpQq, x ÞÑs´8, xsXQ est injective. En effet, @x P R, sups´8, xsXQ “
x.
Or Q est dénombrable (par exemple car on a une surjection Z ˆ Ną0 Ñ Q, pp, qq ÞÑ p

q et
ZˆNą0 est dénombrable !).
Donc Q 1:1

Ø Nñ PpQq
1:1
Ø PpNq

1:1
Ø t0, 1uN.

On a donc une injection RÑ t0, 1uN. Donc |R| ď |t0, 1uN|. Donc R 1:1
Ø t0, 1uN.

3.4 Caractérisation d’ensembles infinis
1) Soient a ă b P R. Voici une injection NÑsa, br, n ÞÑ a` b´a

2n .
Donc l’intervalle sa, br est infini.

2) Montrons que E est fini ô toute partie non vide de PpEq a un élément maximal pour
l’inclusion.
ñ: Soit E fini. Soit pIaqaPA une famille de sous-ensembles de E (où A est un ensemble
quelconque non vide). Soit N “ maxt|Ia| : a P Au. L’entier N existe car tous les |Ia| sont
majorés par |E|. Il existe donc a0 P A tel que |Ia0 | “ N . L’élément Ia0 est maximal car si
a P A et si Ia0 Ď Ia alors par maximalité, |Ia| ď N “ |Ia0 | ñ Ia “ Ia0 .
ð: Si E est infini, il existe une partie de E de la forme txn : n P Nu où les xi sont deux à
deux distincts. La famille non vide In “ tx1, ..., xnu, n P N, n’a pas d’élément maximal. En

effet, on a pour tout n0 P N, In0

Ď

‰ In0`1.
Ensembles non dénombrables

1) Soit F infini. Soit A Ď F une partie finie.
Alors F zA est infini (sinon F serait fini). Soit donc NÑ F zA, n ÞÑ xn une injection. Notons
x´k, ..., x´1 les éléments (distincts) de A, k ě 0. On a donc tx´k, ..., x´1u

looooooomooooooon

“A

Ytxn : n P Nu Ď F .

Voici une bijection :

F Ñ F zA, x ÞÑ

$

&

%

x si x R txm : m ě ´ku

xn`k si x “ xn, n ě ´k

C’est bien une bijection car voici la réciproque :

F zAÑ F, x ÞÑ

$

&

%

x si x R txm : m P Nu

xn´k si x “ xn, n P N.

Si F est fini, ce n’est pas vrai. Par exemple F z F “ H n’est pas équipotent à F .
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2) Supposons que I est un sous-ensemble dénombrable de F et que F n’est pas dénombrable.
On peut noter I “ txn : n P Nu les élements distincts de I. Comme F n’est pas dénombrable,
F z I est infini. Soit NÑ F z I, n ÞÑ yn une injection.
Voici une bijection (et sa réciproque) :

F Ñ F z I

x ÞÑ x si x R txn : n P Nu Y tyn : n P Nu, y2n si x “ yn, n P N, y2n`1 si x “ xn, n P N

F z I Ñ F

x ÞÑ x si x R tyn : n P Nu, yn si x “ y2n, n P N, xn si x “ y2n`1, n P N

La réciproque est fausse car par exemple N zN “ H n’est pas équipotent à N.

4 / 4


