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À propos des automorphismes de Sn

Théorème. Soit n ‰ 6 un entier ě 2. Soit ϕ : Sn Ñ Sn un automorphisme de groupes. Alors
il existe σ P Sn tel que

@ τ P Sn, ϕpτq “ στσ´1 .

Démo.

Si 1 ď k ď n
2 , on note Nk le nombre de produit de k transpositions à supports disjoints dans

Sn.

On a N1 “
`

n
2

˘

, nombre de transpositions. Plus généralement :

Nk “

`

n
2

˘`

n´2
2

˘

...
`

n´2k`2
2

˘

k!
“

n!

pn´ 2kq!2kk!
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2 .

Pour tout τ P Sn, on pose C pτq “ tgτg´1 : g P Snu.

Si τ est une transposition, alors C pτq est l’ensemble des transpositions. Plus généralement si

τ est un produit de k´transpositions à supports disjoints, alors C pτq est l’ensemble des produits

de k´transpositions à supports disjoints.

Soit τ une transposition, comme ϕ est un automorphisme, si τ est une transposition, alors

ϕpτq est d’ordre 2 donc est un produit de k transpositions à supports disjoints pour un certain

k ě 1 et 2k ď n.

Or ϕpC pτqq “ C pϕpτqq donc puisque ϕ est bijective, on a :
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˙

“ |C pτq| “ |ϕpC pτq| “ |C pϕpτqq| “ Nk .

Or,

@ k ě 2, Nk ‰ N1

en effet,
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Donc forcément k “ 1 et ϕpτq est une transposition si τ est une transposition.

Soient 1 ď i, j, k, l ď n tels que ϕpp12qq “ pijq, ϕpp13qq “ pklq.

Comme p12q, p23q ne commutent pas, leurs images pijq, pklq non plus. Donc ti, ju X tk, lu est

un singleton. On peut donc poser 1 ď ε1, ε2, ε3 ď n tels que ϕpp12qq “ pε1, ε2q, ϕpp13qq “ pε1, ε3q.
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Pour tout i ě 4, ϕpp1iqq est une transposition qui ne commute pas avec ϕpp12qq “ pε1, ε2q

donc ϕpp1iqq est une transposition de la forme pε1, εq ou pε2, εq. Comme ϕpp1iqq ne commute pas

non plus avec ϕpp13qq “ pε1, ε3q, on a forcément ϕpp1iqq “ pε1, εq. Notons εi “ ε.

On a donc des entiers 1 ď ε1, ..., εn ď n tels que

@ 2 ď i ď n, ϕpp1iqq “ pε1, εiq .

Comme ϕ est injective les εi sont deux à deux distincts et σ : i ÞÑ εi est dans Sn.

On vérifie facilement que :

@ 2 ď i ď n, ϕpp1iqq “ σp1iqσ´1

or les transpositions p1iq, 2 ď i ď n engendrent Sn donc

@ g P Sn, ϕpgq “ σgσ´1 .

Qed.
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