L3 — arithmétique et groupes 2022-2023

Fiche de TD 3
Polynoémes

Correction

Exercice 1 Soient A = X° +1et B = X® + X + 1. On applique I’algorithme d’Euclide.

(1) XP+1=(X*+ X +1)(X*-1)
(2) X34+ X+1= (-X —1)+4X +3
@ —UX BT+

_|_7
4 16 16
——
dernier reste#0
Donc pged(A, B) = +}—é. Comme on prend par convention les pged unitaires on écrira plutot :

pged(A, B) = 1.

On a donc
(4) %:—X2+X+2—(4X+3)(—§+1—76)
(5) =—X2+X+2—(X3+X+1—(—X2+X+2)(—X—1))(—§+1—76)
(6) =(—X2+X+2)(1—(X+1)(—%+%))—(X3+X+1)(—§+1—76)
(7) :(—X2+X+2)(XT2—%+%)+(X3+X+1)(§—1—76)
(8) :(X5+1—(X3+X+1)(X2—1))(XT2—%+%)+(x3+x+1)é—%)
@=L 0 e v LT e B )
(10) :(X5+1)(XTQ—%+%)+(X3+X+1)(—XT4+¥—¥+%+é)

Donc 1 = (X® + 1)U + (X3 + X + 1)V avec :

_Lﬁ(?ﬁ,ﬁ+ﬂ)_,4ﬁ,ﬁ+ﬂ
11 4 16 167 11 11 11
_§(X74+3X3 5X2+£+1)_ 4X4+3X3 5X2+£+3
11 4 16 6 16 8 11 11 11 11 11

Exercice 2 Démontrer que pour tout corps K, 'anneau des polynémes K[X] a une infinité de

polynémes unitaires irréductibles.
Exercice 3 Factoriser les polyndémes suivants sur C, sur R et sur @ :

X441, X0 4+ X341, X3 -3X+1.
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Solution. Sur C. On a :

2eC,2'+1=0<2"#1e¢t

2’8 —1 2ikm ik
24 _

on en déduit la factorisation dans C[X] :

141 1—14 1+ 1—1
— — (X 4+ —

vz MR

Sur R. On regroupe les facteurs X — z avec leur conjugué X —z pour obtenir des polynémes

X'+1=(X~- ).

réels :
1+2 1—1 141 1—1

X2-4/2X+1 X244/2X+1

Xt41=(X-

)

=X 41 = (X2 V2X + 1) (X2 —V2X +1) .

Ces deux facteurs sont de degré 2 et sans racines réelles donc irréductibles sur RR.
Sur Q. Le polynome X* + 1 est irréductible sur Q. En effet, si A € Q[X] est un polynome
unitaire tel que

AlX* 41

dans Q[X], alors A|X*+1 dans R[X] donc comme il y a unicité de la factorisation en irréductibles
sur R :

AX 41 = (X% —V2X +1)(X? —V2X + 1)

=A=1X>-V2X +1, X? +V2X + 1 ou(X? —v2X + 1)(X? —v2X +1)
#Q[X]

= A=1,ouX*+1.

Sur C.On a:
313
. -1
ze@etz6+z3’+1=0©z3;ﬁlet(23)71=0
23
3 2 -1 3 9
<27 #let =0ez7#letz' =1
23 —1
2ikm
<z=e¢ 9 ,k=+11,+20u+4
Donc voici la factorisation dans C[X] :
X6+X3+1=(X_627g7r)(X—6_27k )(X_e4i§w)(X_e_zmm)(X_esmw)(X_e_sq:kn)
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Sur R. Pour factoriser dans R[X], on regroupe les racines conjuguées :
2 4 8
X6+ X341 = (X2 QCOS(?W)X +1)(X2 - zcos(g)x +1)(X2 - zcos(g)x +1) .

Les facteurs obtenus sont de degré 2 et irréductibles sur R car leurs racines sont complexes non
réelles!

Sur Q. Le polynéme P = X% + X3 + 1 est irréductible. En effet, si
P=AB

avec A, B € Q[X] deux polynomes unitaires, alors comme Q[X] € R[X], on a forcément A et B
qui sont des produits de facteurs irréductibles réels de P. Comme ces facteurs irréductibles sont
de degré 2 (cf. plus haut), on a deg A, deg B pairs donc puisque deg P = 6 = deg A + deg B, on
a {deg A,deg B} = {0,6} ou {2,4}. La premiére possibilité entraine A ou B = 1 et la deuxiéme
est inpossible car si par exemple deg A = 2, alors A est un des facteurs irréductibles réels de P

mais les polynomes
X2 72COS( )X+1 X272(zos( )X +1, X272cos(8 )X +1¢ Q[X]

(en effet, on peut vérifier que 2 cos(%7), 2 cos( %), 2 cos(§F) sont les trois racines du polynome
X3 —3X + 1. Or ce polyndéme n’a pas de racines entiéres car +1 ne sont pas racines et donc n’a
pas de racines rationnelles car c’est unitaire a coefficients entiers!)

Le polyndéme X3 — 3X + 1 a trois racines réelles

2 4 8
2COS(§), 2 cos( E;T) 2 cos( g)
(en effet (2cosz)® — 3.(2cosx) = 2cos(3x) = (2cosz)® — 3.(2cosx) = —1si ¢ = 2¢, 4% 81)

Donc sur R et sur C, on a la factorisation :

8

X3 -3X+1=(X~— 2COS(2§))(X — QCOS(%T))(X - 2COS(?)) )

Sur @Q. Le polynome X2 — 3X + 1 est irréductible car de degré 3 et sans racine rationnelle.
(En effet, si deg P = 3 et si P = AB alors 3 = deg AB = deg A + deg B = {deg A,deg B} =

{0, 3} ou {1,2} mais un polynéme de degré 1 a toujours une racine !lﬂ)

Exercice 4 Trouver un polynéme rationnel de degré 4 qui annule v/2 +4/3. Le factoriser sur R.

Solution. Soit & = /24 /3. On a :

(11) o? =5+ 26
(12) = (a® —5)* =24
(13) =a* 10 +1=0.

t. Sia #0, —g est la racine du polynéme aX + b
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Donc le polynéme P(X) = X* —10X?2 + 1 convient. On vérifie que ses autres racines sont
V2 £ V3

donc

P(X)= (X =V2-V3)(X —V2+V3)(X +V2+V3)(X +V2-V3) .

Exercice 5 Polynémes cyclotomiques

Soit n = 1. On pose

Solution. On a :
P (X)=X -1, 0(X = X +1), P3(X) = X2 + X +1,
Py X)=X2+1,05(X) =X+ X3+ X2+ X +1.

b) Montrer que H(I)d(X) =X"-1.

d|n
Solution.
Soit E = %7 %, e %, 2}, Chaque fraction de 'ensemble E a une unique forme irréductible

%aveclékéd,k/\d=1, d|n.
On obtient une réunion disjointe :
E=||  i<k<dknd=1
d

d|n

On en déduit :

d ik
X"—1=[[x-em) =[] [] (X -e")
d\nlC

zelE k
A

=

d=1
| S—— S
—_—

2q(X)

¢) En déduire par récurrence sur n = 1 que ®,(X) € Z[X]. Solution. Il est clair que les

polynémes ®,,(X) sont unitaires. On démontre par récurrence sur n = 1 que :
(H,) V1< k<n, &(X) e Z[X] .

Sin =1, (Hy) est vraie car ®1(X) = X — 1€ Z[X].

On suppose que (H,_1 est vraie, n > 2 et on montre (H,).
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Par hypotheése de récurrence (H,,—1) on a :
Vd<mn, ®4(X) € Z[X]

donc le polynéme

B=]]2ux)
d|

d<n

est unitaire & coefficients entiers.

On peut faire la division euclidienne de X™ — 1 par B dans Q[X] :

(14) X"—1=BQ+R

pour un unique couple (@, R) de polynémes € Q[X].

Or, comme B est unitaire, le résultat de la division euclidienne reste dans Z[X ]lﬂ

On peut aussi faire la division euclidienne dans C[X] :
X" —1=Bd,(X) .
Par unicité de la division euclidienne, on a forcément :
1 (X ) =0

donc ®,,(X) € Z[X]. Cela termine la récurrence.

En déduire aussi la formule : ®,,(X) = H(Xd —1)"(3) ot p est la fonction de Mébius.

d|n
Solution. On rappelle la définition de la fonction de M&bius.

Sin = py....pr avec pi, ..., p, des nombres premiers (positifs) deux & deux distincts, on pose

u(n) = (=1)". On pose pu(n) = 0 dans tous les autres cas.
Par exemple p(1) =1, u(2) = —1, u(6) = 1, £(9) = 0.

On calcule.

r(F)
(15) [ x4 =@ =TT (]]er(X)
d|n dln \ k|d
(16) =TT 1] @xx)m
kln g
(1) = [Ty i ¥
k|n

t. car dans Z tout entier est divisible par 1.
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EalIs

On peut faire le changement de variable e =

(18) H(Xd _ 1)#(%) — H(I)k(X)Ze‘% n(E)

d|n k[n

I 1 sil=1

or, pour tout entier [, on a Zu(*) = f
e 0 sinon
donc :
n 1 sik=n

(19) Vkln, Y p(E) = ,

oz € 0 sinon.
d’ou :
(20) [J(x4 =@ =2, (X) .

d|n

Exercice 6 Soient m,n € Z. Montrer que
ngd(Xm _ LXn _ 1) _ ngcd(m,n) 1

a) en factorisant en produit de polyndmes irréductibles dans C[X];
Solution. Posons p,, = {z€ C : 2" = 1} pour tout n > 1.
En factorisant dans C[X], on a :

Xt—1=[[(x=2etxm—1=]] (X -2

ZEWY, ZEUm

donc
pged(X™ -1, X" —1) = H (X —2).

ZEUm N Un
Or, fim N fin = pta ot d = pged(m, n)ff
Donc

pged(X" =1, X" 1) = [[(X —2) = X" -1 .

ZEMG

Qo

1. En effet, si | = pi*....p;
exposants a; € N>, on a

pour un entier » € IN, des nombres premiers deux & deux distincts p; et des

Sut= NN s

ell O0<k<rl<ij<...<ip<r
-y (;)(71)’“ =(1-1)"=0"
0<k<r
=0sir>0..
1. En effet, il existe u,v € Z tels que mu + nv = d donc 2™ = 2" = 1 = 2% = MUtV — (zM)u(z")V = 1; ]a
réciproque est évidente car d|m et d|n.
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b) avec lalgorithme d’Euclide.

Solution. On montre par récurrence sur n > 1 que
(H)Vm=>1,Y1<k<n, pged(X™ —1,X* — 1) = xpecdlmk) _1

Initialisation. Sin =1, (H;) est vraie car X — 1| X™ — 1 pour tout m.
Supposons (H,_1) pour un n > 2. Montrons (H,).

La division euclidienne de m par n donne :
m=nqg-+r

avec g€ N et 0 <r <n.Sir =0, alors n|m et

(21) Xm—1=(X"-1)1+ X"+ ..+ (X")="1
(22) = X" —1]X" -1
(23) =pged( X" -1, X" -1)=X"—-1.

Si1<r<n-—1,alors pged(m,n) = pged(n,r) donc par hypothése de récurrence (H,, 1),
pged(X™ — 1, X7 — 1) = xpecd(nr) _q,

Or,on a:

(24) X" —1=X"-X"+X" -1
(25) = X"(X™ - 1)+ X" —1
(26) =X"(1+X"+ . +(XMIHX" 1)+ X"~ 1.

Donc comme r < n, X" — 1 est le reste de la division euclidienne de X™ — 1 par X" — 1.

Donc

(27) pged(X™ —1, X" — 1) = pged(X" — 1, X" — 1)
(28) = xpeed(nr)
(29) = xpeed(mn) _q

Exercice 7 Polynémes de Tchebychev

a) On définit par récurrence :
To(X) =1, Ti(X) = X, Tpi1(X) = 2XTpn(X) — Tor(X) € Z[X] .

Calculer T5(X), T5(X), Tu(X).
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Montrer que Vn =0, Vt e R, T,,(cost) = cosnt et en déduire les racines de T,.
En déduire que Vm,n>1,T, 0T, =T, 0T,.
Montrer que

Vn=1,VtelR,sinnt = U,(cost)sint

T, (X)

ousin=1,U,(X)=

Exercice 8 Critére d’Eisenstein

a)

d)

Soient A, B € Z[X]. Soit p un nombre premier. Montrer que si p divise tous les coefficients

du polynéme AB, alors p divise tous les coefficients de A ou bien tous les coefficients de B.
Indication. Vérifier que dans lanneau Z/pZ[X], AB=0= A ou B = 0.

Si P € Z[X], on note ¢(P) le pged de tous les coefficients du polynome P. En déduire le

lemme de Gauss suivant.
Lemme. Soient A, B € Z[X]. On a ¢(AB) = ¢(A)c(B).
Soit P(X) = ag + a1 X + ... + a, X™ € Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre premier p
tel que :
(1) p‘a07 vy Ap—1 5
(ii) pfan;
(iii) p?fao.
Montrer que P est irréductible sur Q.

En déduire pour tout 7 > 1 un polynéme irréductible sur Q.

Exercice 9 Polynémes a valeurs entiéres

Si k € IN, on pose

(;{) _ X(X—l)..].f(!X—kJrl) e QLx] .

a) Montrer que

X+1 X X
e (5000 65)
Solution. Le polynéome de gauche et celui de droite sont de degré < k — 1 et ont au moins k

racines communes :

Donc ils sont égaux!
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b) Montrer que

VkeN,VneZ, (ij)(n)eZ

Solution. On a ()k() (n) = (}) sineN et i(_”zk_l) sin < 0.

¢) Sif:N — R est une fonction, on pose
Af:ne— f(n+1)— f(n)

et on définit par récurrence
V=1, AFf = AAFLf

Soit d € N. Montrer qu'une fonction f : N — R est polynomiale de degré d en n si et
seulement si A% f = 0. rmdication. Raisonmer par recurrence sur d > 0.

Solution. Si f est polynomiale, alors Af aussi et on a deg Af < deg f — 1. On en déduit
que si f est de degré < d, deg A1f < 0 = A?*lf = (0. Réciproquement, on raisonne
par récurrence sur d > 0; Sid =0, Af =0=VYn, f(n+ 1) = f(n) = f constante donc
polynomiale de degré 0. Supposons que A?f = 0 = f polynomiale de degré < d — 1 pour
toute fonction f, pour un certain d > 1. Soit f une fonction telle que A?*!f = 0. Alors
par hypothése de récurrence, Af est polynomiale de degré < d — 1. Or les polynémes ()k( ),
0 < k < d—1 forment une base de ’espace des fonctions polynomiales réelles de degré < d—1.

Donc il existe des coefficients réels cq, ..., cq tels que

Af:cj(if) +...+(Zd<d)_(1> .

Or, d’aprés a), Vk > 1, (k)_(l) = A()k() donc :

ar-afa()eva(d))

par linéarité de 'opérateur A. Donc [ — ¢; ()1() + ...ty (g) = constante donc f est bien

polynomiale de degré < d. Cela termine la récurrence.
d) En déduire que ZZ;(ly k? est un polynéme de degré d + 1 en n.

e) Soit f: N — R une fonction polynomiale de degré d. On suppose que

Montrer qu’il existe des entiers cg, ..., cq € Z tels que

o) rera().

9 /1]
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En particulier Vn e N, f(n) € Z.EI Indication. Vérifier que ¥ 0 < k < d, cf, = AF £(0).
Solution. D’apreés a), V j > k, Ak()f) = (j)_(k) donc AF(F) = 1let Vj > k, AF ()J()(O) =
(j)fk) (0) =0.

Comme AF ()7() = 0sij <k, on en déduit facilement le résultat par linéarité de 'opérateur

A.

f) Trouver les coefficients pour Y7—¢ k% et 37— k. En déduire :

nol (n—1)n2n—-1) nt n\ 2
k? = , K =
z 2 (0)

Solution. Par exemple si F'(n) Zk o k%, on a le tableau suvant de valeurs des A*F(n),

0<k<4,0<n<4:

n 0| 11]2)|3|4
F(n) o] 0] 1]|9]|36
AF(n) [0 1|8 |27
A2F(n) |1 7 |19
A3F(n) | 6|12
A'F(n) | 6

Donc F(n) = (TZL) + 6(2) + 6(2) = (3)2 :

g) On suppose que f est un polynome réel ou complexe. On suppose que

Vn>>0, f(n)eZ

Mountrer que f(n) € Z pour tout n. indication. Raisonner avee F(X + a) ot a est un entier assez grand !
Exercice 10 Méthode de Cardan pour les équations de degré 3
Soient p,q € €. Soit P(X) = X3 + pX +ge C[X] .

. . . W = —q .
a) Veérifier que si u, v vérifient (*) , alors ¢ = u+v est racine du polynéme
Uv = £
P.

b) Soient u,v des racines cubiques :

t. Et si f est définie et polynomiale sur Z, Vn € Z, f(n

10 /[11]




L3 — arithmétique et groupes 2022-2023

telles que uv = —

wls

Justifier que c’est possible et déduire de la question précédente que les racines de P sont :

u+ v, ju+ 5%, j2u+ ju .
¢) Applications. En déduire les formules suivantes :

sl =1+ 34/3 sl -1-14,/3
— 4
2

— s est 'unique racine réelle de X3 + X + 1

o 1 1 3/7+21iv/3  3/7—21iV/3
2c08 — = —- + = +
7 33 2 2

Indication. Utiliser la formule 2 cos(3z) = (2cosz)® — 3.(2cosz) .

Exercice 11 Méthode d’Euler pour les équations de degré 4
Soient p,q,7 € C. Soit P(X) = X* + pX? 4+ ¢X +re C[X] .

a) Vérifier que si u, v, w vérifient :

u+v+w=—p/2
(*) 1 Vuy/oy/w = —q/8

—(u+v+w)? + 4(uwv + vw + vw) = —r

alors & = y/u + /v + y/w est racine du polynome P.

b) En déduire que si u,v,w sont les trois racines du polynéme :

w1y

et si on choisit des racines carrées telles que
Vuyoyw = —q/8
(justifier que c’est possible), alors les racines du polynéme P sont :
VUt Vot Vo, Vu— Vo=V, —Vut Vo - Vw, —Vu— o+

¢) Application. Seulement pour les calculateurs motivés : trouver les racines du polynéme
Xt-X-1.
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