
L3 – arithmétique et groupes 2022-2023

Examen du mardi 11 octobre 2022

Exercice 1 a) Donner un exemple d’application injective �ˆ� Ñ �. Justifier
votre exemple.

b) Donner un exemple d’application injective �ě0 Ñ �ˆ�.

c) Existe-t-il une d’application injective �ě0 Ñ � ?

Exercice 2 a) Résoudre dans � :
$
&
%

x “ 0 r2s
x “ 1 r5s

et en déduire le dernier chiffre de

2022 foishkkikkj

22
. .

.
2

en écriture décimale.

b) Résoudre dans � : $
&
%

x “ 0 r4s
x “ 1 r25s

et en déduire les deux derniers chiffres de

2

2
2

2

2022 fois

en écriture décimale

Exercice 3 a) Donner la liste des nombres premiers ď ?
641.

b) Pour chaque nombre premier p dans la liste ci-dessus, trouver au moins un
entier np tel que

pnp “ 1 rps

c) Justifier que le nombre 641 est premier.
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d) Soient x, y des entiers. Soit p un nombre premier. On suppose que dans �{p�
on a les égalités :

x4 ` y4 “ 0 rps et x7y ` 1 “ 0 rps .

Montrer que x32 “ ´1 rps.
e) Montrer que 24 ` 54 “ 0 r641s. Montrer à l’aide des questions précédentes que

641 | 225 ` 1.

f) Le nombre 22
5 ` 1 est-il premier ?

Exercice 4 Soit P pXq “ 8X3 ` 4X2 ´ 4X ´ 1.

a) Calculer P p1q et P p´1q. En déduire que P n’a pas de racines dans �.

b) Soit r “ a
b

P � où a, b P �, a, b premiers entre eux. Montrer que si P prq “ 0,
alors b|8. En déduire que 2|b.
On suppose que b “ 2b1 avec b1 entier. Justifier que a, b1 sont premiers entre
eux et montrer que b1 “ ˘1.

c) Montrer que P n’a pas de racine dans �.

2 / 2


