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I (7 points )

1. Comme a+ 8 =1et af = —1, pour tout n € N, on a
Lnyo — Lppr =™ a=1) + 8" (B - 1) = (—ap)a"™ + (—af)B" = Ly.

2. Par la relation de récurrence ci-dessus, on obtient Lo =1+ 1=2, L1 =a+ =1 et
déduit que L,, € N* par rcurrence.

3. Commeaﬁ: —17 L2 :L0+L1 :3, L3 :L1+L2 :4, L4:L2+L3 = 7 et
L5:L3+L4:11,0na

(1—-a2%)(1 = B°X5) =1—(® + %) X5 + (af)’ X0 =1 - 11X° — X0,
4. Demémeona P(X) = —(aB)®(X°—a™5)(X5=B75) = (X5+a®)(X°+3%). On rappelle

que X® —1 = Hi:o(X — ¢F) avec € = €2™/5. Dol les factorisations en produit de
polyndmes unitaires et irréductibles dans C[X] :

4

P(X) =[] (X + a®)(X + ")

k=0

et dans R[X] :
9 2m 9 2 4w 9
P(X)=(X+a)(X + 8)(X* + 2acos ?X—l—a NX +2acos€X—|—a )

2 4
x (X2 4 2f cos %X + B%)(X? 4 2B cos %X + 3?).

ITI (7 points)

Soit n un entier > 3. On note A,, le sous-groupe de S,, formé par les permutations paires.
a) Soient a = (i,j) et 8 = (k,l) deux transpositions distinctes. Si elles ne sont pas
disjointes, disons k = j, alors (4,7)(4,l) = (1,i,5), sinon, on a (4,7)(1,k) = (1,5,i)(1,k,7).
b) Par définition, chaque permutation dans 4,, est un produit d’'un nombre pair de trans-
positions, on déduit de a) qu’elle peut s’écrire comme un produit de 3-cycles.
c¢) Sii,j, k sont deux a deux distincts et > 3, on a

(124) (2 k) (124) " = (120)(2jk)(214) = (ijk);
(12j) (12k) (12) 7" = (12)(12k)(215) = (2jk).

d) D’apres b) et c) le group A,, est engendré par les 3-cycles dans la liste :
(123), (124),..., (12n)

et leurs inverses. D’ou le résultat.



ITI (10 points)

1. Sia =0 (mod 2), alors il existe un m € N tel que a®> = (2m)? =0 (mod 4), si a = 1
(mod 2), alors il existe un m € N tel que a® = (2m + 1)2 =1 (mod 4).

2. Soit d = pged(zo, Yo, 20) et u,v,w des entiers tels que z¢g = du, yo = dv et zp = dw.
Comme d > 1, il est clair que (du)? = (dv)? + (dw)? implique que u? = v? + w?.
Soit pged(u,v,w) = 4, qui est > 1. Alors dd est un diviseur de d, ce qui implique que
6=1.

3. Supposons le contraire, disons que u et v sont pairs, alors w? = u? —v? est un multiple
de 4 et puis w est pair. Ce qui contredit le point 2. De méme, on montre que u et w
(ou v et w) ne peuvent pas étre pairs.

4. Si v et w sont impairs, alors v2 = w? = 1 (mod 4), ce qui implique que u? = 2
(mod 4). C’est impossible d’apres le point 1.

(On montre de méme que si pged(u,v,w) = 1, alors u,v et w sont deuz & deuz premiers
entre euz.)

5. On note § = pged(u — v, u + v). Comme u et v sont impairs, u + v et © — v sont tous
pairs, on pose § = 2¢’. Soient u + v = da et u — v = §f3, ol @ et B sont des nombres
naturels premiers entre eux.

i) Onau=0(a+p)etv=27a-70).

ii) De u +v = 20 et u — v = 26’3, on déduit u? — v? = 46%afB = 4w?, et puis
w? = §?af = §?w? = §|w. D’on & = 1 car pged(u,v,w) = 1. Ceci montre
que pged(u — v, u +v) = 2.

Chaque diviseur premier de w? = a8 ne peut diviser & la fois o et 5; comme w
est un carré, 'exposant de ce diviseur premier est pair dans celui des deux nombres
ou ce diviseur premier figure. Il résulte que a et 8 sont effectivement des carrés
d’entiers naturels, puisque chacun de leurs diviseurs premiers a un exposant pair.
On a donc o = m? et 8 =n?
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avec m et n premiers entres eux. Il s’en suit que
o2 _ 9,2 _
u+v=2m°, u—v=2n°, w=2mn

avec m et n premiers entre eux.
6. On vérifie que les triplets (z,y,z), ou

r=m?+1, y=m?—1, z=2m (m>2),

vérifient 22 = y? + 22 et pged(z,y,2) = 1.




