L3 — algebre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

Fiche de TD 1

Espaces vectoriels et sous-espaces

Exercice 1 Montrer que ’ensemble des fonctions réelles de la forme

x — Acos(z + @),

ou A € Ry, ¢ € [0,27[ sont des constantes, est un sous-R-espace vectoriel de

I’espace des fonctions réelles.

Exercice 2 Soient Fp, E5 deux K —espaces vectoriels.

On dit que f : E; — F5 est linéaire si

Vie K,\Nxe Ey, f(tz) =tf(z)etVa,ye By, flr+y) = f(z)+ fly) .

On pose Z(Ey, Ey) = {f: Ey — E5 : [ est linéaire}. Montrer que .Z(E, E»)

. E
est un sous-espace vectoriel de F5".

Exercice 3 a) Soit E est le R—espace vectoriel des fonctions continues R — R.

On note & (respectivement %) ’ensemble des fonctions réelles continues paires
(respectivement impaires). Montrer que &, . < F et que & + . = E.

Soit E = ,(R). Soit .7 (respectivement <f) 'ensemble des matrices réelles
symétriques (respectivement antisymétriques) de taille n. Montrer que ., &7 <
Eetque .Y+ o =F.

Soit F I’ensemble des suites réelles (a, ),en telles que Vn € N, a0 = api1+ay.
Vérifier que E est un sous-espace vectoriel du R—espace vectoriel des suites
réelles et que £ = Ru + Rv ol u, v sont les suites définies par : Vn € N, u,, =
()" ()"

Soit E I'ensemble des fonctions y : R — R deux fois dérivables telles que
y" +y = 0. Vérifier que c’est bien un espace vectoriel (comme sous-espace des
fonctions réelles).

Montrer que £ = R cos +R sin. Indication. Soit y une fonction réelle dérivable.
Vérifier qu’il existe a, b des fonctions réelles telles que Vx € R, y = a(x) cos z+
b(z)sinz, y'(z) = —a(x)sinz + b(x) cosx et que ces fonctions sont constantes

siye k.

1/



L3 — algebre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

Exercice 4 Soit E le R—espace vectoriel des suites réelles.

Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels 7

les suites (u,) telles que Vn € N, w0 = i1 + Up.

a) Les suites croissantes;
b) les suites constantes;
c) les suites constantes a partir d’un certain rang;
d) les suites qui ont une limite;
e) les suites (u,) telles que limu, = 0;
f) les suites (u,) telles que limw,, = +00;
g) les suites qui n’ont pas de limite;
h) les suites bornées;;
i) les suites non bornées.
i) o(n);
k) O(n);
)

Exercice 5 Soit £ = .,(R). Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des

sous-espaces de £ 7

a) Les matrices diagonales;

o

) les matrices triangulaires supérieures;

c) les matrices de diagonale nulle;

o,

) les matrices diagonalisables

e) les matrices trigonalisables ;

[

) les matrices nilpotentes;

) les matrices inversibles;

o3

h) les matrices non inversibles ;

i) les matrices de rang < 1.
Exercice 6 Soit E un K —espace vectoriel. Si vq,...uxy € E, on pose :

Vect{vy,..,on} = Kvg + ... + Koy = {tjv; + ... + tyoy : V1I<i< N, t;e K} .
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a) Montrer que Vect{vy,...ux} est un sous-espace vectoriel de FE.

b) Montrer que Vect{(1,—1,0),(0,1,—-1)} = {(x,y,2) e R® : . +y+ 2z = 0}.

c) Trouver des équations linéaires Iy, ..., [, sur R? telles que Vect{(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)} =
{(z,y,2) : li(x,y,2) =...=l(z,y,2) = 0}.

d) Montrer que Vect{z", z" 1y, .;xy" ' y"} = {P(z,y) € Rlz,y] : Vit €
R*, P(tz,ty) = t"P(z,y)}.

e) Soit V' < Vect{vy, ..., vn} un sous-espace vectoriel. Montrer par récurrence sur
N qu'il existe 0 < d < N et des vecteurs ey, ...,eq € Vect{vy,...,uy} tels que
V = Vect{ey, ..., eq4}.
Indication. Appliquer Uhypothése de récurrence a V. n Vect{vy,...,vn_1} et
considérer d ={teR : 3t;,...,ay_1€R : tyo1 + ... + ty_1on_1 + toy € V}.

Exercice 7 Soit E un K—espace vectoriel. On note £* = Z(E,K). Si F' < E,
onnote Ft ={le E* : Yoe F,I(z) =0}.SiV < E*, onnote V° = {x e E :
VieV, i(zx) =0}.

a) Montrer que E+ = 0, 0+ = E*.

b) Montrer que si F' < E, alors F* < E* et si V < E*, alors VO < E.

¢) Montrer que si F < E, alors F < (F*)°. Montrer de méme que si V < E*,
alors V < (V°)*. Montrer que cette inclusion peut étre stricte.

d) Montrer que si F' < F, alors F+ = ((F1)°)%. De méme montrer que si V < F,
alors V° = ((V°)1)e.

e) Montrer que si I}, Fy € E, alors Iy < F, = F3- < Fi-

f) Soient F}, Fy < E. Montrer que Fi- n F5b = (F} + Fy)*. Démontrer une formule

semblabe avec « © ».
g) Soient Fy, Fy < E, montrer que Fi-+ F3 < (Fy n Fy)* et une inclusion similaire

avec les « o ». Montrer que pour les o, I'inclusion peut étre stricte.

Exercice 8 Soit £ un K —espace vectoriel. Soit F' < E un sous-espace vectoriel.
On pose :
VeeE, T=x+F={cr+v:veF}cFkE

et E/F ={z : x€ E} .
On définit

Ve,ye E,T+y:=x+y, Vie K,YVee E,t.T =1t.x .
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a) Soient z,y € E. Vérifier que
T=y<xrx—yeckF .

b) Verifier que les opérations ci-dessus sont bien définies.

c) Vérifier que pour ces opérations (E/F, +,.) est un K —espace vectoriel.

Exercice 9 Soit E = R[X] le R—espace vectoriel des polyndomes réels.
Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de

a) Les polyndmes de degré < n;

b) les polynémes de degré > n;

c¢) les polynémes avec au moins n racines;

d) les polynomes avec au plus n racines;

e) Soient zy,...,7, € R. Les polyndémes dont I’ensemble des racines est contenu

dans {x1, ..., 2, }.

f) Soient zi,...,x, € R. Les polyndémes dont ’ensemble des racines contient
{x1, ..., 2.}

g) Les polynémes P tels que P'(1) =0;

h) les polynomes dont 1 est une racine au moins double ;

i) les polynomes dont 1 est une racine au plus double.

Exercice 10 Soit £ = R[X,Y]. Soit [ = {Pe FE : Vte R, P(cost,sint) = 0}.

Soit f=X?+Y?—-1€E.

a) Montrer que I < E.

b) Montrer que les multiples du polynéme f sont dans I. On notera (f) 'ensemble
des multiples de f.

c) Montrer que £ = (f) + R[X] + R[X]Y.
d) En déduire que I = (f).
Exercice 11 On pose K = Q + Qv2 < R.

a) Montrer que K est un sous-corps de R i.e. stable par somme, produit et passage

a linverse.

b) Montrer que ©Q + Qv/2 + Q3 + Q6 est un K— espace vectoriel.
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