
L3 – algèbre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

Fiche de TD 2

Familles libres, familles génératrices, bases

Exercice 1 a) Vérifier que la famille des lignes de la matrice

¨

˚

˚

˚

˝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

˛

‹

‹

‹

‚

est liée.

b) Même question avec les colonnes.

Exercice 2 Soit H “
"

¨

˝

a b

´b a

˛

‚ : a, b P C

*

.

a) Montrer que H est un sous´R´espace vectoriel de M2pCq. En trouver une base.

b) LeR´espace vectorielH est-il un sous´C´espace vectoriel de M2pCq ? Quel est leC´espace

vectoriel engendré (par la base touvée à la question précédente) ?

Exercice 3 a) Soient v1, ...., vm P Rn. Montrer que si m ą n, alors il existe t1, ..., tm P R, non

tous nuls tels que t1x1 ` ...` tmxm “ 0. (Raisonner par récurrence).

b) Soit E est un R´espace vectoriel. Soient e1, ..., en P E. Soient v1, ...., vm P xe1, ..., eny où

m ą n. Montrer que la famille v1, ..., vm est liée.

c) En déduire que toutes les bases d’un R´espace vectoriel ont le même nombre d’éléments

(dans le cas où E est de dimension finie).

d) Soit E un R´espace vectoriel. Soient e1, ..., en P E. Montrer que si 0 ‰ v P xe1, ..., eny, alors

il existe 1 ď i ď n tel que :

xe1, ..., eny “ xe1, ..., ei´1, v, ei`1, ..., eny .

e) Soit e1, ..., en une famille libre de vecteurs dans un espace vectoriel E. Soit v P E. Montrer

l’équivalence

e1, ..., en, v sont linéairement indépendants ô v R xe1, ..., eny .

f) Soit E un R´espace vectoriel soitL Ď G deux familles de vecteurs de E. On suppose L

libre et G génératrice. Montrer qu’il existe une base B de E telle que L Ď B Ď G .

Exercice 4 a) Montrer que la famille

Xk, k P N

est une base de RrXs.

1 / 2



L3 – algèbre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

b) Montrer que la famille 1
pX´zqα , z P C, α P Ną0 est une base de l’espace vectoriel complexe

des fractions rationnelles de degré ă 0.

c) Montrer que la famille

pxnqnPN, x P R

est libre dans le R´espace vectoriel RN . Est-ce une base ?

d) Pour tout x P R, posons

fx : QÑ Q, q ÞÑ

$

&

%

1 si q ă x

0 sinon.

Montrer que la famille des fx, x P R, est libre dans le Q´espace vectoriel QQ. En déduire

qu’il existe une famille infinie non dénombrable de vecteurs dans le Q´espace vectoriel QN.

e) Montrer que la famille 1,
?
2,
?
3,
?
6 est libre dans R vu comme Q´espace vectoriel. Est-elle

libre dans R vu comme R´espace vectoriel ?

Exercice 5 a) Montrer que si x0, ..., xn P R, alors les applications evxi : RrXsďn Ñ R,

P pXq ÞÑ P pxiq, sont R´linéairement indépendantes.

b) Montrer que si x0, ..., xn`1 P R sont deux à deux distincts, alors il existe t0, ..., tn P R tels

que :

@ P P RrXsďn, P pxn`1q “ t0P px0q ` ...` tnP pxnq .

Exercice 6 Soit f : E Ñ F une application linéaire entre deux R´espaces vectoriels c-à-d :

@ u, v P E, fpu` vq “ fpuq ` fpvq, @ t P R, @ v P E, fptvq “ tfpvq.

a) Montrer que fp0q “ 0.

b) Montrer que si W ď F , alors f´1pW q ď E.

c) Montrer que si V ď E, alors fpV q ď F .

En pariculier, ker f “ f´1p0q ď E et im f “ fpEq ď F .

Exercice 7 Soit E un R´espace vectoriel. Soient l1, ..., lm P E˚.

a) Soit l P E˚. Montrer que

l P xl1, ..., lmy ô ker l1 X ...X ker lm ď ker l .

b) Montrer que xl1, ..., lmy “ E˚ ô ker l1 X ...X ker lm “ 0.

c) Montrer que la famille l1, ..., lm est libre ô l’application E Ñ Rm, v ÞÑ pl1pvq, ..., lmpvqq

surjective.
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