
L3 – algèbre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

Fiche de TD 7
Réduction des endomorphismes (suite)

Exercice 1 Diagonaliser la matrice

2 ´1 0 0
´1
0 0

´1
0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

P MnpRq.

Indication. Vérifier que le polynôme caractéristique est χnpXq “ Un`1

`

X´2
2

˘

où pour tout l P N, sinplxq “ Ulpcosxq sinx.

Exercice 2 Soit n P N.

a) Soient x1, ..., xs des nombres complexes distincts et n1, ..., ns des entiers tels
que n1 ` ...` ns “ n. Montrer que l’application linéaire

CrXsďn Ñ C
n, P ÞÑ pP pjqpxiq : 1 ď i ď s, 0 ď j ď ni ´ 1q

est un isomorphisme.

b) Calculer An pour tout n dans le cas où

A “

¨

˝

0 1

1 1

˛

‚ ou A “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ´3

1 ´1 ´6

´1 2 5

˛

‹

‹

‹

‚

.

c) De même calculer etA, t P R.

Exercice 3 lemme des noyaux
Soit u P L pEq où E est un C´espace vectoriel. Soient P,Q P CrXs.

a) Si P,Q sont premiers entre eux, montrer que

kerPQpuq “ kerP puq ‘ kerQpuq .

b) Montrer que si D “ pP,Qq, alors kerP puq X kerQpuq “ kerDpuq.

Exercice 4 décomposition de Dunford-Jordan
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a) Soit M P MnpCq. Montrer qu’il existe un unique couple pD,Nq où D est
diagonalisable, N nilpotente, DN “ ND et M “ D `N .

Indication. Pour l’existence, si χMpXq “ pX´λ1q
a1 ...pX´λsq

as pour certains λi
distincts et certains entiers ai ě 1, soit P pXq un polynôme tel que @ i, P pXq “
λi mod pX ´ λiq

ai et poser D “ P pMq.

b) Montrer que si M est inversible alors il existe D,U tels que DU “ UD, D
diagonalisable, U unipotente † et M “ DU .

c) En déduire que exp : MnpCq Ñ GLnpCq est surjective.

Indication. Si N est nilpotente, vérifier que

exp

ˆ

N ´
N2

2
` ...` p´1qn

Nn´1

n´ 1

˙

“ In `N .

†. c-à-d U ´ In nilpotente.
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