L3 — algebre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

Fiche de TD 8

Exercice 1 Suite de Fibonacci Soient Fy = 0, F; = 1. On pose Vn = 2, F,, =
anl + Fn72-

a) Vérifier que

Fn Fn—l
Vn=>1, =A
Fn+1 Fn
01 . Fn—l Fn
ou A = . En déduire que Vn > 1, A" =
11 Fn  Faon

) En déduire une formule pour F), en fonction de n.

) En déduire que Vm,n =0, Fyp = Frp1 By + FrFog.
d) Veérifier que Vn >0, F,,,1 A F,, = 1.

)

En déduire que pour tous m,n € N,
FoANF,=F.n .

f) En déduire que si py, ..., pr > 2 sont des nombres deux & deux premiers entre
eux[] alors il y a au moins k& nombres premiers dans la liste des facteurs
premiers des nombres F}, , ..., F}, . En déduire qu’il y a une infinité de nombres

premiers distincts en calculant Fig.

Exercice 2 Exprimer en fonction de n les suites définies par récurrence.

a) up=0,uy=1,VneN, u,,1 =2u, — vy, Vi1 = —U, + 20,.

o

VnelN, Uupio+ Upir + U, =0, ug = up = 1.

@]

)
)
) VneN, uyro—6upiq + 9u, =0, ug =uy = 1.
)

d) Calculer en fonction de n € N, a,b,c € C, le déterminant de la matrice de

taille n i{\g

—O0 cua
t. par exemple 3,4,5,7,11,13,17,19, ...
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Exercice 3 suites homographiques

Soient a, b, c,d € C tels que ad — bc # 0. Soit u,, une suite qui vérifie

au, +b
VneN, t, g = ——r0 .
s Un+1 cu, +d
Si ¢ = 0, trouver u, en fonction de n. Indication. Si “* = z, alors (u, — z)

est une suite arithmétique !

On suposse maintenant que ¢ # 0.

ar+b
cx+d

suite % est géométrique.

n

Vérifier que si I’équation

= x a deux racines distinctes o # (3, alors la

Vérifier que si ’équation

ar+b
cx+d

= x a une racine double «, alors la suite ﬁ
n

est arithmétique.

Déterminer la suite u,, définie par

1

2 —u,

Uy = 07 Up+1 =

en fonction de n.

Trouver une formule pour tan(nz) en fonction de tan z. Indication. tan(z+y) =

tanz+tany
l—-tanxtany”

Exercice 4 arctan et nombres de Fibonacci

a)

Soit (F},) la suite de Fibonacci (voir lexercice 1).
Montrer que Vn € N, F2 | = F,F,.o + (—1)". Indication. Avec les notations
de lezercice 1, det A" = (—=1)" ...

En déduire que pour tout n € N,

arctan — = arctan + arctan
2n 2n+1 2n+2

Indication. D’apreés la question précédente, F22n+1 = Fo, Foniot+l < Fopq(Fopgo—

_ 1 FongotFonga
FZN) - FQ”FQ”"'Q tle Fonn = Fong1fonio—1 "7
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