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Feuille de TD 4
Fonction de répartition, lois usuelles

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le méme espace de probabilité

(Q, F,P).

Exercice 1 [Loi Exponentielle]
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que

Px(dz) = Ae Mg, (z)dz, Py (dy) = pe "1, (y)dy,

avec A > 0, pu > 0.
1. Calculer leurs fonctions de répartition F'xy et Fy.
2. Déterminer la loi de Z := min{X,Y}.
3. Calculer P(Z = X).
4. Déterminer la loide S:=X +Y.

Exercice 2 [Loi exponentielle-encore]
Soient A € R% et X, X5, ... une suite i.i.d. de loi Exp(]).

1. Calculer la loi de | X;].

2. Calculer la loi de max Xj.

i=1,...,n
3. Calculer la loi de _nllin X;.
Exercice 3 [Lois géométriques]
Soient X, Y deux v.a. indépendantes telles que X ~ Geom(p), Y ~ Geom(p'), p,p’ €]0,1].
1. Calculer la loi de min(X,Y).

2. Cela vous rappelle-t-il une autre famille de variables aléatoires ?

Exercice 4 [Loi de Paréto]
Etant donné un réel a > 0, on dit que X suit une loi de Paréto de parametre a si
X = exp(Z) ou Z suit une loi exponentielle de parametre a.
1. (a) Montrer que la fonction de répartition de X est donnée par :
Fx(t) = 1

{ 0 sit<l1,

(b) En déduire que X admet une densité de probabilité fx et en donner une ex-
pression.

2. Soit Y une v.a. de méme loi que X et indépendante de X. Donner laloide V = XY.

Exercice 5 [Loi de Weibull, Loi de Gumbel]
Soit A > 0 et X une variable aléatoire de loi

2 2
Px(dz) = Vi e~ @M 1 (z)da.

On lappelle la loi de Weibull de parametre (2, \).
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1. Calculer sa fonction de répartition Fy. En déduire la probabilité P(X? < 1).
2. Expliciter la loi de Y = X2,
3. Expliciter la loi de Z = —log(X).

Exercice 6
Soit Z une variable aléatoire vérifiant pour tout z > 1, P(Z > z) = P(Z < —x) et
P(|Z| > ) = z72. Déterminer la fonction de répartition de Z.

Exercice 7

Soit X une v.a.

1. Montrer que si X intégrable, f{‘X|>M} | X'|dP tend vers 0 quand M — +oc.
2. Supposons que E[|X|] < co. Si A, € F tel que

lim P(A,) = 0,

n—oo

et X intégrable, montrer que

/ | X|dP —> 0.

n—oo

Exercice a rendre avant le 14/03/22

On consideére X, Y deux v.a. indépendantes de loi de Paréto de parametre a > 0 (comme
dans lexercice 4).
1. Soit £ € N*

(a) Donner la condition nécessaire et suffisante sur a assurant que X admette un
moment d’ordre k (rappel : on dit que X admet un moment d’ordre k si X*
est intégrable).

(b) Sous cette condition, calculer ce moment d’ordre k (c’est-a-dire E[X*]).

2. Démontrer que la variable aléatoire W = min(X,Y") suit encore une loi de Paréto
dont on déterminera le parametre.



