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COURS DU JEUDI 3 MARS 2022

1 Algebre et géométrie
Sur les formes quadratiques réelles : loi d’inertie, procédé de Gram-Schmidt

Définition. Soit ¢ une forme quadratique réelle sur un espace vetoriel F.
On dit que ¢ est positive si

"reE, qx) >0
définie positive si
O£z € E, qlz)>0.

Ezxemple. La forme quadratique
My(R) = R, M +— trM?

est définie positive sur 8, (R), espace des matrices symétriques de taille n
et définie négative sur A, (R), espace des matrices antisymétriques de taille
n.

En effet,

M2

b si M est symétrique

2 2 1<ij<n
i=1j=1 — Yi<ijen M7y si M est antisymétrique.

Théoreme de Sylvester. Soit ¢ une forme quadratique sur £, R—espace
vectoriel de dimension finie.

i) Alors il existe une base Z de FE telle que

1




L3 - licence double-cursus université Lyon [ — 2021-2022

i) (loi d’inertie) de plus, le nombre de 1 et le nombre de —1 ne dépendent
que de ¢g. On les note (r, s).
Démo. Pour la loi d’inertie on remarque que r est la dimension maximale
d’un sous-espace F' de E ou la restriction ¢|g est définie positive.
Définition. Le couple (7, s) est la signature de q.

Ezemple. Sur #,,(R), la forme quadratique M > trM? est de signature

(n(n2+1) ’ n(n2—1) ) '
Remarque. Le rang de ¢q est r + s.

Proposition. Procédé de Gram-Schmidt. Soit ¢ une forme quadratique
sur F, R—espace-vectoriel de dimension n. Soit ey, ..., e, une base de A. On
note A la matrice de ¢ dans la base eq, ..., e, et pour tout k, 6 = dét A, ou
Ay, est la matrice de ¢ dans la base (eq, ..., ;) . On suppose que pour tout
k, ox # 0. Alors il existe une unique base fi, ..., f, de E, orthogonale pour q,
telle que pour tout 1 < k < n,

fr €Eep+ <61, ...,ek,1> .

Démo. On raisonne par récurrence sur £k > 1. On pose f; = e;. Si
fi, ..., fr—1 sont deux a deux orthogonaux, on remarque que

Vect{ f1, ..., fr—1} = Vect{ey, ...,ex_1}

on cherche donc f, = e + Zf:_ll tifi-
Notons By(z,y) = 2(q(z + y) — q(z) — ¢q(y)) la forme polaire de g.

1<i<k—1, By(f, i) = 0& "i By(ex, &) + tig(f:) -
Il faut (et il suffit) donc de poser

q(f:)
pour peu que i, ¢(f;) # 0. C’est justement le cas car si on note
P =[]

€1ysek—15 froe fo—1

la matrice de passage de la base (e, ..., ex_1) dans la base (f1,...,x—1 ), alors P
est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et d’apres les formules
de changement de base :

q(f1)
tP Al{:—l P:
——
=[dley, ey q<fk—1>
:[‘J]fl »»»»» fr—1

1. Ce sont les mineurs principauz de la matrice A
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En prenant le déterminant, on trouve :

Ok-1=q(f1).-q(fi1) #0 .

Remarque. De plus dans ce cas, on a :

Q(fk) = E :

En effet, on a vu aucours de la démonstration que

k q(f)-a(fr) = Ok -

Corollaire. Soit A € ., (R) une matrice symétrique réelle. On suppose
que les mineurs 6y, ..., d,, sont tous non nuls. Alors la forme quadratique as-
sociée a A a pour signature (n — s, s) ou s est le nombre de changements de
signes dans la liste

1,6, .., 6, .

Ezxemples.
— (De lezercice 9 de la fiche 2 d’algébre et géométrie) soit

q(z1e1 + z9ey + 1303) = 22 — 223 + 3:10% — 62923 + 31122 + 22123

une forme quadratique sur un R—espace vectoriel de dimension 3. La
matrice de g dans la base (eq, es, e3) est la matrice

13 1
—| 3
A=1] 3 2 -3
1 -3 3
Donc
s 121
L3 17 115
S1=1,06 = 2 =2l 5= 3 9 _3|=-""F
1 y U2 3 D 4, 3 5 2 3
’ 1 -3 3
Cela fait 1 changement de signe ! Donc ¢ a pour signature (2, \1/ ).

nombre de changements de signes
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On peut aussi utiliser le procédé de Gram-Schmidt pour trouver une
base orthogonale pour ¢ :
soit fi = e;. On cherche fy = e5 + af; orthogonal a f;

< By(f2, [1) = Bylea, 1) + aq(f1) = By(e2, 1) + ag(e1) = 2 +a

N 3
a=—=
2

3 3
$f2:€2—§f1=€2—§€1-

On cherche f3 = e3 + bfy + cf; orthogonal a f; et fo

= Bq(f?nfl) - Bq<f37f2) =0
= By(es, f1)+cq(f1) = 0= By(es,e1)+cqler) =0=>1+c=0=c=—1

= By(es, f2) +bq(f2) = 0= By(es; e2) —2 By(es, e1) +bq(f2) =0

——
-3 1 L
18
=>b=——
17
18
:>f3=€3—T762—€1 :

— (De Uezxercice 14 de la méme feuille) : la forme quadratique associée
a la matrice

-1 2 -1 3
A=

0 -1 3 0

-2 3 0 6
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1 -1 0 =2
-1 2 -1 3
0y = =1
0 -1 3 0
-2 3 0 6

tous > 0.

2 Analyse matricielle
Sur les matrices hermitienes
Notations. Si X € .#,,(C), on pose
X*='X € M,(C) .

Siz,y € M,1(C), on pose (z,y) = z*y € C.
Remarque.

Vx7y € '%n,l(qj)a <{E,y> = <y,x>
Y0 £ x € My (C), (x,7) >0
Y2,y € Mpi(C), "M € M, (C), (x, My) = (M*z,y) .

Définitions. On dit qu'une matrice M € .4, (C) est

— hermitienne si M* = M ;

— unitaire si M*M = 1,7

— normale si MM* = M*M.

Notations. L’ensemble des matrices hermitiennes et 7, (R), celui des ma-
trices unitaires est %, (R).

Remarques.

— Soit M = A+iB ou A, B € #,(R). Alors
M hermitienne < A symétrique et B antisymétrique .

— Mo (C) = A (R) @ i (R)

— ,(R) est un R—espace vectoriel de dimension (réelle) n?.

toe MM =1,

t. car M = M+2M —|—iMEiM
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Théoréme spectral pour les matrices normales Soit M € ., (C) une
matrice normale. Alors il existe U € %,(R) et D une matrice diagonale telle
que

U*MU =D =U"'DU .

Remarque. Si M est hermitienne, alors les coefficients diagonaux de D
sont réels. Si M est unitaire, alors les coeflicients diagonaux de D sont de
module 1.

Démo. On raisonne par récurrence sur n > 1. C’est évident pour n = 1,
on suppose le résultat vrai jusqu’au rang n — 1.

Soit M normale Alors :

Yo € M (C), |Mal} = M}

en particulier si Mx = tx, t € C, alors M*x = tx.
En effet,

\Mz|3 = (Mz)" Mz =2*M*Mz = 2*MM*x = (M*x)*M*z = |M*z|5 .

Soit t une valeur propre de M. On note Ey(M) = ker(M — tI,,) I'espace
propre associé.

Alors E;(M)*T est stable par M.

En effet, en général E;(M)* est stable par M*. Comme M est normale,
on a:

E(M)*" = Ef(M")~

qui est stable par (M*)* = M.

Comme 0 # Fy(M), dim Ey(M)* = n—dim E;(M) < n. Par hypothese de
récurrence la restriction de M & Ey(M)* est diagonalisable. Comme FE; (M) ®
E (M)* = 4, 1(C), M est diagonalisable.

Notons t; les valeurs propres distinctes de M. Comme M est diagonali-

sable :
M1 (C) = &, By (M) .

Pour tout i choisissons une base orthonormale* %; de E;,(M).
Sit#t, alors Ey(M)LEy(M).
En effet si x € E,(M), ' € Ey (M), alors

' Mz =t'r*x = (M*z)*s' = (to)*s' =tz = (t' —t)z*2a’ =0

=7 =0 .

t. Si F < M, 1(C), on note F+ = {z € M, 1(C) : Yy € F, 2*y = 0}. On a F*+ <
Mn1(C) et F® F+ = 4,(C)
1. pour le produit scalaire hermitien Y,y € ., 1(R), (z,y) = x*y

6
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Donc &, réunion des bases %; est une base orthonormale de ., (C).
Dans cette base, la matrice de I’endomorphisme défini par M est diagonale.
Or U, matrice de passage de la base canonique dans la base 2 est unitaire 5.
Donc U*MU est diagonale.

Corollaires.

a) Si M est symétrique réelle, alors il existe O matrice orthogonale et D
matrice diagonale telles que

‘tOMO =0"'MO =D .

b) Inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée. Soient vy, ..., v, € F un espace
hermitien avec un produit scalaire hermitien (-, -). Alors la matrice

G('Ulv SES) Un) = ((Uiv Uj>)1§i,j§n

est de déterminant > 0.
¢) Sur le rayon spectral. Si A € #,(C), alors

HAH2 = p(A A) - tvaleurpgg“}csde(A*A)
Ezemple.
Soit
01 0—0
1 \
T,=10 0
AN
0—o0 1 0

La matrice T,, est symétrique donc diagonalisable par une matrice ortho-
gonale :

tOT,0 = D

ou
mn

2 kl
0= sin 1 € 0,(R)
n—+1 n+1 I<ki<n

§. comme matrice de passage entre deux bases orthonormales!
1. pour n = 2, on retrouve I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

‘ (o) (002D | () — (o) 3 0

<027U1> <U27U2>
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et
2

T
D = diag(2cos —— 2cos —— .2
iag( COSn—i—l’ COSn+1’ cosn+

nim

1) '
En effet, comme
sin(k — 1)8 + sin(k + 1)0 = 2 cos 0 sin k6

Sif =tk 1 <k<n,les vecteurs
n+1

sin 6

sin 260
Vo =

sin n6

vérifient T, vy = 2 cos Qvy.
Cela fait n valeurs propres distinctes et comme 7T, est symétrique, les
droites propres Rwvy sont deux a deux orthogonales. Pour obtenir une base

orthonormale de vecteurs propres, il suffit donc de prendre les

Vg
|vela
or n "1 — cos 2kf
lvg|3 = ZsinQ DY i
k=1 k=1 2
n 1 2i91 _ e2in9
=5 gl ( T
n 1 4 sin nf
—___R i(n+1)0 >0V
2 2 e(e 5in 0
- n cos(n+1)fsinnfd
2 2 sin 0
: _ m .
Orsif = "5 ona:
cos(n + 1)@ sinnd  coslrsin M5
2 sind 2 sinnl—j:l
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: _ Iz .
Donc si 0 = 75, on a:

n+1

|vo|3 = 5

Par conséquent la matrice :

0 Uz, [ 2 < . Kkim >
= = S111

n+1

est orthogonale!

3 Probabilités
Indépendance

Définition. On dit que deux évenements A, B d’un espace de probabilité
(Q, o7, P) sont indépendants si

P(ANB)= P(A)P(B) .

Ezercices.

i) Si A, B sont indépendants, alors leurs complémentaires : A¢, B® aussi.

Solution. P(A°N B°) = P(AUB)) =1—-PAUB). Or AUB =
(A\ (AnB)U(B \ ANB)U(ANB).
Donc P(AUB) = P(A)— P(ANB)+ P(B)— P(ANB)+ P(ANB)
P(A) + P(B) — P(AN B). Donc P(A°N B¢) = 1— P(A) — P(B)
P(ANnB)=1—-P(A)—P(B)+ P(A)P(B)=(1-P(A)(1—-P(B))
P(A°)P(B°).

i) FEzo 1 de la fiche 2 de probabilités.

Solution. Montrons que A;, A, sont indépendants :
P(AiNA)=P(X=Y=2).0Or

I+l

{X=Y=Z}={X=Y=Z=0}u{X=Y=2=1}
donc
P(AiNA) =P X=Y=Z=0+PX=Y=2Z=1)

9
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or,

car les variables aléatoires sont indépendantes! Donc P(X =Y =7 =
0) =5. Deméme P(X =Y =Z=1) = .
Donc P(A; N Ay) = 1.

ONZ=0)+P(Y=1)N(Z=1)=%5+ % =
De méme P(Ay) =
On a donc bien

1
3

HAmAg:PMQHAg:i.

Pourtant A;, Ay, A3 ne sont pas mutuellement indépendants car :
1
AlﬂAzﬁAgz(X=Y:Z):>P(Alﬁ,42mAg):Z

et
mmwmmwm:;¢m&m@m@pj.
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