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COURS DU JEUDI 24 MARS 2022

Algebre et géométrie

Barycentres.
Soit & un k—espace affine.

Définition. Soient Ay, ..., A, € &. Soient \q, ..., A\, € k tels que >, A\; # 0.
Le point A + Zli o i )\im ne dépend pas de A. C’est le barycentre du
systeme
(A1, A1), (A, An)) -
On le note

bar((Al, /\1), ceey (Am n )

An)) -
Ezemple. Le milieu de [A, B] est bar((A, 1), (B,1)).
Remarque. Le point G = bar((A1, A1), ..., (An, \n)) est I'unique point de

& tel que .

Proposition. Associativité
Si Ay, .., Ap, By, ..., B, € &, si A, sont des scalaires tels que 0 #

D00 Ais D s 225 A+ 205 iy, alors

bar((Ala )‘1)? ) (Am, Am)? (Bla :Ul)a ) (Bm :un>>> = bar((GA7 Z Ai)a (GBa Z :uj))

ou
G4 =bar((A1, M), ...(Am, Am)), G = bar((Bi, 1), - (B, ftn)) -

Exemple. Les médianes d’un triangle sont concourantes en (G, isobary-
centre d’icelui!
En effet, si ABC' est un triangle, alors :

G = bar((A,1), (B, 1), (C, 1)) = bar((A,1), (4, 2))

ou A’ est le milieu de [AB]. Donc G € (AA') ...
Lemme. Soient A, B, C' trois points affinement indépendants. Les points
de coordonnées barycentriques :

Ay =Dbar((4,a1), (B,b1), (C,c1)),

AQ = bar((A, (12), (B, bg), (C, 62)),

1
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Az = bar((A, a3), (B, b3), (C,c3))

sont alignés <

a; ag as
bl b2 bg =0.
€1 C C3

Remarque. Plus généralement,

a; ag as
aire(A; Ay A
. ( L2 3) - b1 b2 bg
aire(ABC')
Ci Cy C3

En effet, 'aire du triangle A; A; A3 est donnée par
dét (A, A5, A, A3) .
Or, si on suppose >, a; = > ,;b; =>,¢c;=1,ona:
A Ay = AA, — A4, = 0y AB + 0, AC — b, AB — ¢, AC

= (by — b))AB + (3 — 1) AC .

De méme :
A1A3 = (bg — bl)@ + (03 — Cl)/ﬁ
donc

dét (A, Ay, A1 A3) = ((br — bi)(cs — 1) — (by — by)(ca — c1))dét (AB, AC) .

Or,
ay ag das
by by bs

C1 Cy C3

1 1 1
:b1b2b3

1 C2 C3
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(L1 — L+ Lo+ LS)

1 0 0
= bl bg—bl bg—bl

g Cp—cC 33—
(Cy <+ Cy—Cy, C3 + C5 — ()
= (by —b1)(cg —c1) — (bs — by1)(ca — 1) .
Soit ABC un triangle. Soient a, b, ¢ € k. On pose :
A" =bar((B,1),(C,a)), B'=bar((C,1),(A,b)), C" =bar((A,1),(C,c)).

Théoreme de Ceva.

Les droites (AA’), (BB'), (CC") sont concourantes < abc = 1.
Théoreme de Ménélaiis.

Les points A’, B, C’ sont alignés < abc = —1.

Remarque. plus généralement,

of (abc — 1)?

aire(ABC) (14 b+bc)(1+c+ac)(1+ a+ ab)

ou .o/ est l'aire du triangle formé par les droites (AA’), (BB’), (CC").

Analyse complexe

Rayon de convergence.
Définition. Soit )~ a,2" une série entiere. Le rayon de convergence
est
1
= F
lim sup |a,| =

Propriétés.

— La série converge si |z| < R, diverge si |z| > R.

— La série converge uniformément sur tous les disques compacts contenus
dans le disque ouvert D(0, R).

— Si lim,, Ia‘:ﬂ\ =/ alors R=1.

— R =sup{r >0 : (Ja,|r") bornée}.

Ezercices. Feuille 6 numéros 2 et 5
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7. 2
— La série S =, n"2"™ a pour rayon de convergence R = 1.
N n . 7 .
En effet, S =3, a,2" ou a, = \/ﬁf si m est un carré, 0 sinon.

Alors )
. .. N
lim sup |a,|= > lim|a,z2|=?
n
R Inn
=limn»? =limexp— =1
n n n
Or,
In%

vn
|an|% < \/ﬁ "= exp—2 —n—oo 1

Vn
donc limsup |a,|* < 1 et limsup |a,|" =1= R =1.
— Caleul de 3, n22". Le rayon de convergence est 1 car lim,, (n?)» = 1.
En dérivant terme a terme sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon
1, on trouve :

don?" = "n(n—1)2"+> n"

n

=2*) nn—12"242> n""!

1 /
- (73) +: ()
1—=2 1—=z2

222 n z
=2 (=2

Analyse matricielle

Décompositions.

Théoréme. Décomposition LU. Si A € #,(R) a tous ses mineurs
A;(A) # 0, alors il existe un unique couple (L,U) ou L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale et U est triangulaire supérieure avec
des coefficients diagonaux # 0 telle que :

A=LU .
Ezxemple.
(Feuille 4, exercice 4.3)
Soit
158 0
02 6 9
A=
1 5 11 7
1 7 14 13
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En ajoutant a chaque ligne ¢ de la matrice A des combinaisons linéaires
lignes 1,...,7 — 1, on transforme A en une matrice triangulaire supérieure :

158 0 1580
A§§1026 Lo [ 002609
003 7 0037
02 6 13 000 4
1580
On pose U = 0269 et
0037
000 4
1 0 00 1 000
L:<0100 0100)—1
0 0 10 -10 10
0 -1 0 1 -10 0 1
1000 1000
o100 0100
l1o010]|loo1o0
1001 0101
1000
o100
1010
1101

Comme dét L =1, on a dét A = dét U = 24.
Pour résoudre AX = b, on résout d’abord :

L' =0

Puis Uz = 2’ ...
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Théoreme. (Décomposition de Cholevski). Si S est symétrique définie
positive, alors il existe une unique matrice triangulaire supérieure a coeffi-
cients diagonaux > 0 telle que

S="'T .

Démonstration. 11 suffit de définir T' par récurrence.

On pose :
i—1
Vi< gty = | Su— Yt
k=1

1

i1
tij = . (Sij -y tkzitkzj>
i k=1

Ezemples. (Feuille 4, exercice 4.5)

La matrice
4 2 2
2 10 7
2 7 21

est définie positive car ses mineurs principaux sont > 0 :

4 2 2
4 2
2 10

2 7 21

On pose alors

tllz\mZQ

1 1
tig = TAIQ =1, t3 = TA13 =1

11

11
tQQZ\/Agz—t%QZ\/]_O—].ZB

1 1
t23 = f(Agg — tlgtzg) = *(7 — 11) =2
t22 3

tag = \JAgs —th — 13 = V2T —1—4—4

et bien entendu
Vi > Js tz‘j =0 .

6
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Donc
2 1 1

T=10 3 4
0 0 4
Application. Inégalité d’Hadamard. Si A € .#,(R), alors

|dét A| < [T ICils
i
ou les C; sont les colonnes de A.
Démonstration. Si dét A = 0, c’est évident, sinon dét A # 0 =
tAA

symétrique définie positive. Donc d’apres la décomposition de Cholevski, il
exste T triangulaire supérieure a coefficients diagonaux > 0 telle que

PAA=1'TT
dét?A = dét*T = [ ¢, .
=1

Or, on a :

i—1
1<i<m, th=("AA)y — Y1
k=1
=1 <i<n, t; <"AA);
= Z Aiz‘ = |Ci|2
k=1

d’ott dét A < T, |C4]?. Qed.



