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COURS DU JEUDI 31 MARS 2022

Algebre et géométrie

Coniques.

Définition. une conique est une courbe dans le plan affine R? d’équation

ar® +bry +cy’ +dr+ey+ f =0

oua,b,c,dye, f € Ret (a,b,c)#(0,0,0).

Classification.

Soit € une conique d’équation

az® +bry+cy? +dr+ey+ f=0

alors € est soit vide, soit un point, soit deux droites sécantes, soit une
droite double soit deux droites paralleles soit une ellipse, soit une parabole,

soit une hyperbole.

Plus précisément, il existe une bijection affine

RZ = R, (z,) — (X,Y)

telle que :
signature de az? + bxy + cy? | équation réduite nature allure
X?+Y?2=1 ellipse
(2,0) ou (0,2) X24v2=-1 vide
X24+Y?2=0 point
XY =1 hyperbole
(1,1) L
XY =0 droites sécantes
X:=Y parabole
X2=0 droite double
(1,0) ou (0,1)
X?2=-1 vide
X?2=1 droites paralleles

Exemples. Feuille sur les coniques, exercice 1
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Analyse complexe

Fonctions holomorphes.
Définition. Soit f : U — C une fonction définie sur un ouvert U de C.
On dit que f est holomorphe sur U si :

V2 € U, lim fz) = f=)
L 220

existe. Dans ce cas, on note f’(zy) cette limite.

Ezxemples. Les polynomes, les séries entieres sur le disque ouvert de conver-
gence.

Contre-ezemples. z v Z, z — |2|*.

Conditions de Cauchy-Riemann. Soit f : U — C, 2z = = + iy —
P(z,y) +iQ(x,y) une fonction ou P, Q sont des fonctions réelles.

Alors f est holomorphe sur U <

Y20 = w0 + iyo € U, P,Q sont différentiables en (z¢, ) et

a9EF)|20 - ayQ‘Zov aZ/F)|Zo - _8$Q|Zo .

Remarque. Dans ce cas, f'(2) = 0,f(20) = —10, f(20).
Détermination principale du logarithme. On pose

Yr > 0,7 —m < tr, Log(re" = Inr + it

c’est défini sur C \ R_.

Remarque.
on
n—1

YI2| < 1, Log(1+ 2) = Z(—l)

n>1 n

Intégrale le long d’un chemin. Si~ : [a,b] — C est un chemin continu,
si f est continue sur un ouvert contenant ~y([a, b]), on pose

b
[ 1e)dz = [ rw)/ @t
o7 a
Indice d’un point par rapport & un lacet. Pour tout lacet v, pour
tout zg ¢ Imy, on pose :

1
Ind(zg,7) = 2—/
v

T

dz

z2—2zy

C’est un entier!

7. Un lacet est un chemin continu 7 : [a,b] — C tel que y(a) = y(b).
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Analyse matricielle

Norme et conditionnement.

Soit | - | une norme sur R™ et soit || - || la norme induite sur ., (R).

Conditionnement. On pose cond(A) = || A]|[|A7!|| pour toute matrice
A inversible.

Propriétés.

i) A€ GL.(R), || > 1;
) YA€ GL,(R),"0#t € R, cond(tA) = condA;
iii) YA, B € GL,(R), cond(AB) < cond(A)cond(B);
) 3

VA symétrique définie positive, condy(A) = 2ot A < ... <A, sont

11

iv
les valeurs propres de A.

Ezercice. Feuille 2, exo 2.8

Probabilités

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles sur un espace de proba-
bilité (€2, <7, P). On dit que
— limX,, = Xps.T il existe N € o tel que P(N) = 0 et "w ¢
N, lim, X, (w) = X (w).
— lim X,, = X en probabilités si

Ve >0, 1i£ﬂP(|Xn—X| >¢€)=0.

Proposition.

i) lim, X, = X ps. &

Ve >0, lim P(sup | X, — X| > ¢) =0 .
n k>n

i) lim, X, = X p.s. = lim, X,, = X en probabilités.
iii) Sive>0,>, P(X, — X|>e¢€) < +oo, alors lim, X,, = X p. s.

. presque strement



