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COURS DU JEUDI 2 FEVRIER 2023
Géomeétrie

Soit K un corps (par exemple K = Z/pZ (p premier), Q, R, C).
Définitions.
Un espace affine est un triplet (&, E,+) ou & est un ensemble, £ un
K —espace vectoriel, + : & x E — &, (z,u) — x + u une action simplement
transitive du groupe (E, +) sur 'ensemble & 1.
Notation. On pose Yz,y € &, 7y € E tel que = +
Remarque. "x,y, 2 € &, dans 'espace vectoriel E,
yz.
Ezxemples.
a) & =1R" E=R", avec 'addition usuelle de R".

b) & = {x} un singleton, £ = 0 et + la seule application possible {*} x 0 —
{x}.

¢) & =0 et E un espace vectoriel quelconque.

Y.

Ty =
T+yZ=7tet -2y =

d) Une intersection d’espace affines est encore un espace affine.

e) Une droite est un sous-espace affine de dimension 1. Si A # B € &,
K —espace affine, on note (AB) = A + KAB la droite engendrée par
A, B.

Si (&, F,+) est un K—espace affine non vide la dimension de & est

Soit (&, E, +) un K —espace affine. On dit que .# C & est un sous— K —espace
affinesi F = (ou F = x+F pour un certain xz € %, F < E (sous— K —espace
vectoriel.) La direction de Z est le sous-espace vectoriel F', noté Z.

Exemple. La droite d’équation {(x,y) € R* : z+y+1=0} = (1,0) +
{(z,y) € R* : z+y = 0} est un sous-espace affine de R?.

Soient (&, E,+), (%, F,+) deux espaces affines. Une application affine
est une fonction f : & — % telle que :

T e LB F),"rycé, f@)fy) = @) -

L’application linéaire 7 est la partie linéaire de f.
Ezxemples.

a) Les fonctions constantes.

t. ca-d "y € Euw € B,x+ 0=z, (r+u)+v=a+ (utv), "2,y € & lu €
Ex+u=y
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b) Les translations tz : & — &, x> v+ W, si U € F fixé. !

¢) L’homothétie de centre O € & est de rapport t € K : hpy: & — &, x +—
O +tOzx.3

FEzercice.

e

1) Si f,g sont des applications affines alors f o g aussi et fog = Y o7
(pour peu qu’on puisse composer).

2) YO,0' € &, "t,t' € R, hoyohoy est une homothétie ou une translation.

Soit (&, E,+) un espace affine. On dit que les n points Ay, ..., A, € &
sont affinement indépendants si les n — 1 vecteurs A; Ay, A1As, ..., A1A, € &
sont linéairement indépendants. '

Théorémes.

Théoréme de Thales.

. c’est l'identité si @ = 0, c’est sans point fixe si @ # 0.
§. hot =1tldg. Sit#1, ho, aun seul point fixe (= O), et ho1 = Ide.
T. (vl < i< n) & lesn—1 vecteurs 4,45, 1 < j # i < n sont linéairement

indépendants.



L3 - licence double-cursus université Lyon I — 2022-2023

Soient O, A, B trois points affinement indépendants d’'un K —espace af-
fine. On suppose que A" € (OA) et B’ € (OB). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

() o& = oF,
OA OB
(i) il existe une homothétie h de centre O telle que h(A) = A" et h(B) =

3
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B';
(ili) (AB)//(A'B)".
Démo. (1) = (ii) : Soit t = @ = %, soit h = hoy.

(i) = (iii) : h((AB)) = (A'B).
. . _ oA _ OB’ IEY 7 7 _ ~3 .
__(:11) :>__(1+) Smeix—_@,y— O?.AlorsAB = OB — 0OA' = yOB
rOA = tAB = tOB — tOA pour un certain ¢t € R. Comme O, A, B sont
affinement indépendants, y = x = ¢.

Théoreme de Desargues. Soient
A, B,C, A, B',C" deux triangles dans un plan affine. On suppose que les cotés
sont paralleles deux a deux : (AB)//(A'B’), (AC)//(A'C"), (BC)//(B'C").
Alors les droites (AA"), (BB'), (CC") sont concourantes ou paralleles.

Démo. Dans le cas ou (AA’), (BB’) s’intersectent en un point O.

D’apres le théoreme de Thales, il existe une homothétie h de centre O
telle que h(A) = A’, h(B) = B'.

Comme h est une homothétie, h((AC)) = une droite passant par A’
h(A) et parrallele a (AC). Donc h((AC)) = (A'C’). De méme h((BC)) =
h((B'C").

Or C € (AC)N(BC) = h(C) e (A'C"YN(B'C'") = h(C)=C".

Donc O, C, C" sont alignés et les droites (AA’), (BB'), (C'C") sont concou-
rantes en O.

Analyse complexe

Rayon de convergence.
Définition. Le rayon de convergence de la série 3,5 a, X" € C[[X]] est
R =sup{r >0 : (|a,|r")nen est bornée } € [0, 4o0].
1

Formules. R = ———+.
limsup,, |an|™

t. c-a-d B’ € KAB.



L3 - licence double-cursus université Lyon I — 2022-2023

an+1

- 1
Si lim,, =2 7

== [ existe, alors R =

Propriétés. ¥|z| < R, 3, |an||2|® converge, V|z| > R, Y, a,2" diverge
grossierement.

Produait. Soient Y, a, X™ et 3, b, X™ deux séries de rayon de convergence
R, R'. Alors la série produit 3", ¢, X" a un rayon > min{R, R'}.

Inverse. Si Y, a,X™ a un rayon de convergence R > 0, si ayp # 0, on
définit par récurrence : by = @ n>1,b, = —a—lo(albn_l + ...+ ayby). La série
> n b X™ a un rayon de convergence 7 > 0 et on a

1
Y|2| < min{R, R}, Zb 2" E :
Ay 2™
Ezxemples.
a) cosz=7y, CL" 20 egt de rayon +o0o et —— de rayon §

@)t~

b) ¥, 2™ a pour rayon 1 et W =1 — z a pour rayon —+00.

Dérivations. Soit Y, a,2™ une série de rayon R > 0. alors la série Y, 5 o(n+
1)an+12" a le méme rayon et pour tout |zg| < R,

. S(z
S'(z) = zhl% (z)'—z Z na,z"
20 #z€C 0 n>1

existe.

En particulier Y, a,2" est € au voisinage de 0 sur R et "n > 0, a,, =
5™ (0)

Quelques séries a connaitre.

a) € =Y,50 %, rayon +00.

b) cosz =350 %22”, rayon -+0o0.

c) sinz =350 (ggi):),z%“ )

d) —In(1-2)= Zn>0 n+1 , rayon 1.

e) "aeR, (1+2)*= om0 (Z‘)z”, ou "n €N, (z) = w

Fonctions holomorphes
Définition. Soit f : U C C — C une fonction ot U est un ouvert de C.
On dit que f est holomorphe en zy € U si f'(2p) := lim 20, %ﬁzo) existe
ZO z

dans C. Si f est holomorphe en tout zy € U, on dit que f est holomorphe
sur U.

t. 0, ¢p = agby + a1bp_1 + ... + anbo
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Ezemples. Les polynomes sont holomorphes sur C. Une série >, - a,2" de
rayon de convergence R > 0 est holomorphe sur le disque ouvert D(0, R) =
{|z] < R}.

Contre-ezemple. "z, € C, la fonction z — Z n’est pas holomorphe en z.*
Remarque. Si f, g sont holomorphes e zg, alors fg et g aussi (si g(zo9) # 0).

Critere de Cauchy-Riemann. Théoréme. Soit f : UCC — C ou U
ouvert. On pose "z +iy € U, f(x+iy) = P(z,y)+iQ(x,y) o P,Q sont des
fonctions réelles.

Alors f est holomorphe en 2y = 2o +iyy € U < P, Q sont différentiables '

aa:P(IanO) = 3yQ($o,y0)

0y P (0, 0) = —0:Q(x0, y0)

Exercice. Détermination principale du logarithme.

In |z +iarccos% silmz >0

en (zo,Yo) et

Soit Log: C \ R<g —» C, z —
In|z| —iarccos% silmz <0

Alors Log est holomorphe sur € \ R<g. De plus : 7 > 0, — 7 < t <
7, Log(re®) = Inr + it. Et

n

“I2] <1, —Log(l —z)=Y_ =

n>1 n

Calcul différentiel
Soit f : U C R™(ouvert — R™ une fonction. Soit a € U. On dit que f
est différentiable en a s’il existe [ : R™ — R™ linéaire telle que :

fla+h) = f(a)+1(h) +o(]|A]])

(pour une norme quelconque sur R™).

Notation. L’application linéaire [ ne dépend que de f et a, on la note
I =:df,. Cest la différentielle de f en a.

Dérivée selon un vecteur. Soit 0 # v € R™. On dit que f est dérivable en
a le long du vecteur v si

Ouf(a) = lim ;
t£0
existe dans R™.
1. En effet, lim ZT A _ 1#-1= lim Z— 20'
z—zQ zZ— 20 2520 z— 2o

20#2z€20+R
. voir le cours de calcul différentiel

z20#z€z0+iR
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Remarque. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a le long
de v et 0, f(a) = df,(v).

FEzercice. Soit f(x,y) = ﬁ si (x,y) # (0,0) et f(0,0) = 0. Alors
f est dérivable en (0,0) selon tout vecteur 0 # v € R? mais f n'est pas
différentiable en (0, 0).



