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UNIVERSITE LyonN [ Année universitaire 2022-2023
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES L3 MGA
Anneaux et Corps

FEUILLE D’EXERCICES 2 : CORPS

Exercice 1. Soit A un anneau intégre. On suppose que A O K, ou K est un corps et un sous-
anneau de A. Montrer que A est un K-espace vectoriel. On suppose de plus qu’il est de dimension
finie. Montrer que A est un corps.

Exercice 2. Y a-t-il une structure de corps sur Z/4Z dont le groupe additif sous-jacent est le
groupe (Z/AZ,+)?

Exercice 3. Soit K un corps de caractéristique p.
(1) Montrer que 'application ¢ : K — K définie par o(x) = 2P est un morphisme de corps.
(2) Que vaut o pour K =TF,?
(3) On suppose que K est fini, montrer qu’alors ¢ est un isomorphisme.
(

4) Montrer que ce n’est pas nécessairement vrai si K est infini.

Exercice 4. On considére le groupe additif Z/27Z x Z/27Z. On le munit d’une loi qui en fait un
anneau. On nomme ses éléments 0, 1, a, b (0 et 1 sont respectivement les éléments neutres pour +
et -).

(1) Montrer que a + b= 1.

(2) On suppose qu'un des éléments, disons a, est de carré nul. Montrer qu’alors ab = a et b = 1.

(3) On suppose que a? # 0 # b? mais que ab = 0. Montrer qu’alors a? = a et b> = b. Montrer
que 'anneau obtenu est isomorphe a I'anneau produit Z/27Z x Z/2Z.

(4) On suppose maintenant que a2, b? et ab sont non nuls. Montrer qu’alors a® = b, b*> = a et
ab = 1. Montrer que I'anneau obtenu est un corps.

(5) Montrer qu’il existe un unique (& isomorphisme prés) corps a quatre éléments.

Exercice 5. Soit Fy le corps a deux éléments. Soit L = Fo[X]/(X2 + X + 1).

(1) Montrer que L est un corps a quatre éléments, et écrire ses tables d’addition et de multipli-
cation.

(2) Vérifier que L est isomorphe au corps construit dans ’exercice précédent.

(3) Que se passe-t-il si on remplace X2 + X + 1 par X2 417

Exercice 6. Posons Q(i) = {a +ib : a,b € Q}.
(1) Montrer que Q(i) est un corps.
(2) Trouver un polyéme P € Q[X] tel que Q(z) ~ Q[X]/(P).

Exercice 7. A quel corps le quotient R[X]/(X 2 4 X 4 1) est-il isomorphe ?
1



FEUILLE D’EXERCICES 2 : CORPS 2

Exercice 8. Déterminer les degrés des extensions de corps suivantes : R C C, @ C Q(ﬁ),

Q C Q(V?2) et Q C Q(V2,i).

Exercice 9. Montrer que Q(v/2,v3) = Q(v2 + v3), Q(2'/%) = Q(v2, ¥/2) et que [Q(v2, V/2) :
Q] = 6. (Indication : pour la derniére égalité, donner une base du Q-espace vectoriel Q(+2, \75))

Exercice 10. Soit F' = X® + 3X — 2 dans Q[X].
(1) Montrer que Q[X]/(F') est un corps.
(2) Notons u la classe de X dans Q[X]/(F). Montrer que (1,u,u?) est une Q-base de Q[X]/(F).
(3) Exprimer (2u? + u — 3)(3u® — 4u+1) et (u® — u+4)~! dans cette base.
(4) Combien F a-t-il de racines dans Q[X]/(F)?
(5) Est-il isomorphe a un sous-corps de R 7
(

6) Est-il isomorphe & un sous-corps de C non contenu dans R ?
Degré d’une extension, régle et compas

Exercice 11. Soit K/k une extension de corps de degré 5, engendrée par un élément «. Montrer
que o engendre la méme extension.

Exercice 12. Soit K un corps engendré sur £k par deux éléments a et 3 de degrés respectifs m et
n. On suppose que m et n sont premiers entre eux. Montrer que [K : k] = mn.

Exercice 13. Soient a, 3 € C. On suppose que a+ 3 et af3 sont algébriques. Montrer que a et 3
le sont aussi.

Exercice 14. Peut-on construire a la régle et au compas un carré dont 'aire est égale a celle d'un
triangle donné ?

Exercice 15. Soit a une racine réelle de X% 4 3X + 1. Peut-on construire a a la régle et au
compas ?

Exercice 16. On cherche a trissecter a la régle et au compas 'angle 7/3. Montrer que ceci revient
a construire le nombre a = cos(7/9). Montrer que « est racine du polynéme 8X* — 6X — 1 et
conclure.

Exercice 17. Pour chacun des sous-corps suivants de C, dire s'il contient 7 :

(@ QW2 () QV=2 () Qa)ona® +a+1=0.

Exercice 18. Soit a = V/2. Quel est le polynéme irréductible qui annule 1+ a? sur Q?

Exercice 19. Quel est le polynome irréductible qui annule v/3 + /5 sur

(@)Q (b QW5) () QW10)  (d) Q(V15)?

Exercice 20. Polynomes irréductibles.

(1) Monter que les polynémes X7 + X + 1 et X 4+ X? 4 1 sont irréductibles dans F 2[X].
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(2) Monter que les polynomes X 42X + 1, X® 4+ X2 42 et X 4 4 X2 4 2 sont irréductibles
dans F3[X].

Exercice 21. Calculs dans Fyg.
(1) Verifier que X%+ X +1 est irréductible dans Fo[ X].
(2) Justifier que K = Fo[X]/(X* + X + 1) est un corps de cardinal 16.
(3) Soit z la classe de X dans K. Montrer que x engendre de groupe K™.

Exercice 22. Algébre linéaire et Sylow.
Soit F, un corps avec g = p" et n. > 1.

(1) Déterminer la cardinal de GLy, (Fy).

(2) Montrer que 'ensemble des matrices triangulaires dont la diagonale est constituée de 1 est
un p-sous-groupe de Sylow de GL,,(F,).

(3) Soit G un groupe fini et S un p-Sylow de G. Soit H un sous-groupe de GG. Montrer qu'’il
existe g € G tel que gSg~ ' N H est un p-Sylow de H. Indication : utiliser l’action de H sur
G/S.

(4) Déduire des questions précédentes I'existence d’'un p-Sylow pour tout groupe.
Exercice 23. Soit P = X% +2X — 2.

(1) Montrer que P a exactement deux racines réelles.

(2) Montrer que P est irréductible dans Q[X].

(3) Montrer que la racine réelle positive de P n’est pas constructible.

Exercice 24. (1) Déterminer le polynéme minimal de sin § dans Q[X].
(2) En déduire que 'angle % n’est pas trisectable a la régle et au copas.

Exercice 25. Résultant et Applications.

Soit k un corps. Soit P et ) deux polynémes non constants dans k[ X]. On veut un critére numérique
pour décider si P et () sont premiers entre eux.

(1) Soit p et ¢ les degrés de P et (Q respectivement. Montrer que P et () ne sont pas premiers
entre eux si et seulement si il existe deux polynémes non nuls A et B tels que

(a) PA=QB;
(b) deg(A) < deg(Q);
(c) deg(B) < deg(P).
(2) En déduire que P et @Q sont premiers entre eux si et seulement si I’application
R : kq_l[X] X kp_l[X] e Iilp+q_1[X]
(A, B) — AP+ BQ
n’est pas bijective.

(3) Déterminer la matrice M de R dans les bases canoniques. Le résultant R(P, Q) est par
définition le déterminant de M.

Application. Soit o et 8 deux nombres complexes algébriques sur (Y. Notons P, et Pg leurs
polynémes minimaux unitaires.

(4) Verifier que les deux polynémes de C[X], P = P,(X) et Q = Pg(a + 3 — X) ont une racine
commune.

(5) Soit Q = P3(T — X) € (Q(T))[X] et P = P, pensé comme un polynéme de (Q(7'))[X].
Montrer que R(P, Q) appartient & Q[7] et s’annule en a + 3.

(6) Déterminer le polynéme minimal de v2 + /3.

(7) Trouver un polynéme annulateur de 7 = a3 en considérant Q@ = X9Pg(%).
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Université Claude Bernard Lyon 1 Licence de mathématiques 3¢ année
UE Eléments d’analyse fonctionnelle Année 2022-2023

Feuille de TD # 3
Séries de Fourier

Notations, cadre

a) Sif:]0,2w[— C est Lebesgue intégrable, nous posons

2
en(f) = % ; flz)e ™ dx, Vn €Z,
N
Sn(f)(z) = Z cn(f)e™ VN €N,
n=—N

Sf(z) = Ah_}u; Sn(f)(z) (sicette limite existe),

_ SolP)@) + -+ 5x()(x)

T]\r(f)(.’l’) : N +1 s VN e€N.

b) Lasérieformelle Sf := > " _cn(f)e™ estle développement en série de Fourier (ou série de Fourier) de f.

c) Lesespaces et normes L” sont considérés par rapporta / =|0, 27| muni de la mesure 1/(27) Ay, avec
A1 la mesure de Lebesgue.

Exercice # 1.

1 [ : : :
a) Montrer que (f,g) := Py f(x) g(x) de définit un produit scalaire sur L.
b) Posonse,(x):= €™ Vn € Z,V x €]0,2x[. Montrer que la famille (e, ),cz est orthonormée.

c) Exprimer ¢,(f)alaide de e, et du produit scalaire ci-dessus, et retrouver I'inégalité de Bessel.

Exercice # 2. Soit f 2r-périodique et intégrable sur |0, 27|. Alors:

a) festintégrable sur tout intervalle borné.
21

a+2m
b [ = [ iy vaer

0

Exercice#3.SoitP =) _,a,e™ =) _ a,e,(avecl C Zfini) un polynome trigonométrique. Montrer

nel
an, Sin €l

ue P € L'etquec,(P) = ] .
1 que ca(F) 0, sin¢gl

Exercice # 4. Si f est localement intégrable et 27-périodique, montrer que ¢, (f(- + k) = e™c,(f),
VheR,Vn € Z.

Exercice # 5. Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par

f(x) = {11 pour z € [0, 7]

0, pourz €]m, 27|

a) Dessiner le graphe f sur [—27, 27].

b) Déterminer Sf.

sin((2n + 1))
2n+1

[ae]
¢) Calculer, en fonction de z € R, lavaleur de la somme Z
n=0



Exercice # 6. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique donnée par f(x) := x pourz €
[0, 27]. Que donne I'égalité de Parseval?

Exercice # 7. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur [—m, 7| par f(z) :=

1
sin z|. En déduire la valeur d .
| sin z|. En déduire la valeur ez4n2—1
- mel—

Exercice # 8. Développer en serie de Fourier la fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7| par f(xz) :

Exercice # 9.Soit f : R — R la fonction 27T-périodique définie sur | — 7, 7| par f(z) = 2°.
a) Déterminer SfetSf(z), z € R.

Y e Yo
n? ’ — (2n+ 1)’ = n

Exercice # 10. Soit v €]0, w[et f : R — Rla fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7] par

fla) = {1’ siz € [~a.a]

0, sinon

n>1 " n>1

a) Dessiner le graphe f sur [—27, 27].
b) Calculer SfetSf(z) z € R.

2
¢) Endéduire lasomme de la série Z m

n?
n=1

Exercice # 11 Soit f : R — R la fonction 27-périodique, impaire et telle que f(x) = (7 — x)/2 sur]0, 7).
a) Dessiner le graphe de f sur une période.
b) Calculer SfetSf(z),z € R.

L. ) sinn 1
¢) Endéduire lavaleur des sommes suivantes : E et E —-
n

n
n>1 n>1

Exercice # 12. Soit f : R — R la fonction 27-périodique, paire et telle que f(z) = 22 — 7 sur [0, 7.
a) Dessiner le graphe de f sur [—3m, 37| et exprimer f(x) sur [r, 27].

b) Déterminer Sf et Sf(z), z € R.

¢) Endéduire lavaleur de la somme Z ﬁ
Exercice # 13. Soit f : R — R la fonction 27-périodique et vérifiant f(z) = x sur [—7, 7.

a) Dessiner le graphe de f sur [—3m, 37].

b) Déterminer Sf et Sf(z), x € R.

-1

2n+1

¢) Endéduire lavaleur de la somme Z
n=0

Exercice # 14. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique impaire définie sur [0, 7| par

f(x) = x(m — x). En déduire les valeurs des séries Z 2( 41_)1)3 et Z m

27

Exercice # 15. Soit f : [0, 27] — C une fonction de classe C" telle que f(0) = f(27) et f(t)dt = 0.
0



a) Exprimer ¢,(f’) en fonctionde ¢, (f), Vn € Z \ {0}, et calculer ¢y ( f').
b) Endéduire que

2w 2w
£)|? dt "(4)|? dt.
/0 1) (fs/o () dt

¢) Dans quel cas a-t-on égalité?

Exercice # 16. La conclusion de I'item 3 de cet exercice suit du corollaire 12.25 du cours, mais le but ici est
d’en obtenir un preuves plus directe et élémentaire.

(k)
1. Soit f € C*(R) une fonction 27-périodique. Montrer que |¢,(f)| < % VneZ.
nl¥
En particulier, si f € C?, montrer que sa série de Fourier z +— Y >~ ¢,(f) €™ converge nor-

malement, et que la somme de la série est f.

2. Ici, nous améliorons la conclusion de I'item 1. Nous supposons f € C*"}(R), f 2rx-périodique, et
%=1 de classe C'* sur [0, 27]. Montrer que 3 [n|%* |c,.(f)|* converge.

3. Si f est continue, 27-périodique, et de classe C'' par morceaux, montrer que sa série de Fourier
converge normalement vers f.
Exercice # 17. (Noyau de Dirichlet) Soit f 27-périodique et intégrable sur |0, 27[. Soit

N
Dy(z) == Z e* YreR;
k=—N
Dy est le noyau de Dirichlet.

a) Montrer que

1 27 1 by
Sxf@)=5- [ f@-9)Dxdy=5- [ fa =) Dx)dy Ve R
T Jo 2T -
b) Montrer que

sin((N + 1/2)y)

s 2 Z
Dy(y) =4 sm(y/2) V&2
2N +1, siy € 2n Z
~ Jsin(Ny) cotan(y/2) + cos(Ny), siy ¢2rZ
2N+ 1, siy € 2nZ°

T 0
c) Montrer que / Dy (y)dy = / Dy(y) dy = 7.
0 -

Exercice # 18. (Noyau de Fejér) Soit

_D0+D1+"'+DN
N N+1

Fy - , VN eN,

olt D; est le noyau de Dirichlet (Fy est le noyau de Fejér). Soit

T(f) = So(f) + Sl(jé)-:']: -+ S_.\r(f)’ YN cN.

Montrer les propriétés suivantes.



a) Si f est 2w-périodique et intégrable sur |0, 27|, alors

l 2 ]. ™
()@ = 5= | f@-9) F)dy =5 [ Jw—y) Py vz e &

2r Jo

sin?[(N + 1)y/2]
b) Fy(y) =< (N + 1) sin?(y/2)’
N +1, siy € 2772
En particulier, Fx(y) > 0,V y,V N.

c) / Fy(y)dy = 2m.

d) Pourtout( < § < 7, Fiy — 0 uniformément sur [—7, —0] U [, 7] quand N — oc.

siy & 2n 7

En particulier, pour tout 0 < § < T,

/ Fy(y)dy — 0 quand N — oc.
—m,—d

[ Y| U[8,7]

Si f : R — Cest continue et 2w-périodique, son module de continuité w est défini par

w(6) :=sup{|f(z) — f(y)|:z,y €R, |z —y| <5}, VO < § <27 03]

Exercice # 19.
1. Montrer que, dans (1), le sup est un max.
2. Montrer que w est continue et croissante.
Exercice # 20. Soit f : [0,27] — C une fonction a-holderienne telle que f(0) = f(27). Nous notons
encore f son prolongement par 27-périodicité.

1. Montrer que

w((S) <2 |f (;Q(S"",VO <4 < 27. 2)

2. Améliorer (2) 2w(d) < 2 |f|cad®, V0 < § < 2.

Exercice # 21. Soit f : [0,27] — C une fonction telle que w(d) < 6 quand & — 0. Montrer que f est
constante (et réciproquement).

Exercice # 22. Montrer que S, (7,,(f)) = T,,(f).

Exercice # 23. (Pour une mise en perspective de cet exercice, voir 'exercice 26.) Montrer que

1Sn ()l oo < N Dnll 2 | f]l o, ¥V f : R — C mesurable, bornée, 27-périodique.

Exercice # 24.

1. Montrer que

pmin (1 +1/2)lyl,1), ¥a > 0, Y0 < [y < =
Y

On pourra utiliser les inégalités suivantes :

|Dn(y)| <

2
|sint| < min(|t],1),Vt € R, sint > —t, Vt € [0,7/2].
m



2. En déduire que
[Dnllr £1+In7+In(n+1/2), Vn > 0.

Exercice # 25. Montrer que

2

m min (((n +1)y/2)% 1), Vn >0,V0 < |y| < 7.

| Fa(y)| <

Exercice # 26. (Produit de convolution de fonctions périodiques) Soient f, g : R — C deux fonctions
27-périodiques, avec f intégrable sur |0, 27| et g continue. Nous définissons

2w

fxg(x):= 2_17r i flx—1t)g(t)dt, Va € R.

a) Montrer que le produit de convolution f * g(x) est bien défini, vV € R.
b) Montrer que f * g est 2w-périodique.
¢) Calculer les coefficients de Fourierde = + f(x — t) en fonction de ¢ et de ceux de f.

d) En déduire les coefficients de Fourier de f * ¢ en fonction de ceux de f et g.

Exercice # 27.
a) Montrerque In(f) = f* Fn,V1 < p<oo,Vf € LP(I), f 2r-périodique.
b) Avec p et f comme dans la question précédente, montrer que 7y (f) est 2m-périodique, T (f) €
Lr(I) et | Tn(f)lle < ([ fllze-
c) Soitl < p < 00.Si f € C°(I) et f est prolongée par 27w-périodicité a R, montrer que ||Tv(f) —
fllzr — 0 quand N — oc. Indication : utiliser le théoréme de Fejér.
d) Soitl < p < o0.Sif € LP(I)et f est 2w-périodique, montrer que ||Tn(f) — f||lz» — 0 quand
N — oo. Indication : utiliser la question précédente et la densité de C'2°(1) dans L”([).
e) Calculerc,(Tx(f)),YN € N,Vn € Z.
f) En déduire que «les coefficients de Fourier d’'une fonction déterminent la fonction» : si f € L'([)
et f est 2w-périodique, alors [¢,(f) =0,Vn € Z] = f=0.

Exercice # 28. (Inégalités faibles de Bernstein (I)) Commencons par la fin de lhistoire, qui dépasse le
cadre de cet enseignement. En général, ordre de grandeur d’'une fonction ne donne aucune information
sur l'ordre de grandeur de sa dérivée. Par exemple, les fonctions = — f,,(z) := sin(nz) satisfont toutes
| fn| < 1, maisleurs dérivées peuvent étre arbitrairement grandes quand n — oc. Le théoréme de Bernstein
donne une inégalité entre [’ et f si f est un polynome trigonométrique de degré fixé. Il affirme que, si f est
un polyndme trigonométrique de degré < n, alors

a "(2)] < n mas x)|.
max | f'(z)| < n max|f(z)] (3)

Nous allons montrer une forme plus faible, avec un facteur supplémentaire 3, de cette inégalité, et
une version L” de celle-ci :

N e < 3n||fle, V1 < p < o0, V polynéme trigonométrique f de degré < n. 4)

a) Soit g(x) := e™ f(x).Si f est un polyndme trigonométrique de degré < n, montrer l'identité sui-
vante (avec F), le polyndme de Fejér, et 7,, comme dans l'exercice précédent) :

fl(x) =wm f(x) —2me ™ (g* F,)(x) = f(x) — 2me ™ (T,(9))(x),Va € R. 5
b) Endéduire (4).

Pour la suite de cet exercice (inégalités de Bernstein (II)), voir la feuille d’exercices de synthése et
avancés.
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Université Claude Bernard Licence de Mathématiques, L3
PROBABILITES

FeuILLE DE TD 5
Convergence en probabilité, presque stire, Lemmes de Borel-Cantelli,
Loi des grands nombres

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le méme espace de probabilités (2, F, P).

}( Exercice 1. Lemme de Borel-Cantelli - Convergence p.s.
On rappelle que si (A,),>; est une suite d’événements de F, alors

o0 [ae]
limsup A, := ﬂ U Ay

n=1 k=n

Soit X,,, n > 1 une suite de variables aléatoires réelles. La suite X,, converge presque stirement (p.s. ou
P-p.s.) vers une v.a. X si

p ({w € X,(w) — X(w)}) —1.
n—+00

1. Montrer que si (A,),>1 est une suite d’événements de F, les deux événements limsup, A, et

{une infinité des A, est réalisée} sont égaux.
2. Supposons que les v.a. X,, n > 1 sont indépendantes telles que pour tout n > 1, X,,(©2) = {0,1}

et

PX,=1)=p,=1-P(X,,=0).
(a) Montrer que X, converge en probabilité vers 0 si et seulement si p,, — 0.
(b) Montrer que

{Xn — 0} = (limsup{Xn = 1})6.

n—+00

(c) Montrer que X,, converge p.s. vers 0 si et seulement si > p, < oc.

3. Montrer que X,, — +o0 p.s. si et seulement si

VM >0, P(limsup{X, < M}) =0.

Exercice 2.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. Pour tout n > 1, on définit les événements
A, ={U < i}

1. Calculer P(A,,) et déterminer ’ensemble lim sup,, A,,.

2. En déduire un contre-exemple du second lemme de Borel-Cantelli.

Exercice 3.
Déterminer, sans calcul, les limites suivantes :

Tri4...+Tn
n

1. lim, yno f[m],, f( )dxy...dx, pour f une fonction continue sur [0, 1].

2. limy, o0 Yo CEpF(1— p)”—kf(é) pour [ une fonction continue sur [0, 1] et p € [0,1].
Indication : LGN.

Exercice 4.
Montrer que, dans une suite de lancers indépendants d’une piéce de monnaie identique non biaisée,
la séquence PFP (Pile, Face) apparait une infinité de fois. A ’aide de la loi faible des grands nombres,



donner la fréquence d’apparition de cette séquence (on pourra rassembler les variables en paquets de
variables indépendantes).

Exercice 5.

Soit (Xn)n>1, (Yn)n>1 deux suites de variables aléatoires réelles. On suppose que X, converge en
probabilité vers X, et Y;, converge en probabilité vers Y.

1. Montrer que si de plus
X, 2y,
alors X =Y P-p.s.

2. Montrer que

3. (*) Montrer que

Exercice 6. (*) LGN faible pour une suite de v.a. dépendantes
Etant donné une suite de variables aléatoires X, X5, -+, X,,, -, supposons que

E(X,|=0et E[X,X,,] = f(n—m),V1 <m <n,
ou [ : N — R est une fonction bornée telle que f(k) — 0 lorsque k — oc. Montrer que

Xi++X, P
—

0.

Exercice 7. Loi des grands nombres et Borel-Cantelli
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles positives, i.i.d.

1. Si 0 < E[X;]| < oo, montrer que P-p.s.,

oo
ZX"' = Q.

n=1

2. Montrer que pour tout o > 0,

E[X)] < 0o == Y P(X, > an) < oc.

n>1
En déduire que P-p.s.,

. Xn
limsup — =
> .

0 si E[Xi] < oc.
oo si E[X)] =oc.

Exercice 8. (¥)
Soit X,,,n > 1 une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1.

1. Montrer que p.s.,

: Xn
lim sup =1
n—oc lOgn

max (X1, ,Xn)

2. On pose Z, = Toen

pour tout n > 2, montrer que

liminf Z, > 1, p.s.

n—+n00



3. (*) Montrer que pour une suite (ny)g>o bien choisie, limsupy_, ., Zn, < 1 p.s. En déduire que

lim Z, =1,ps.
00

Exercice a rendre pour le 08/03/23

1. Soient X1,..., X, des variables iid de loi de Poisson de parameétre A\ > (. Donner la loi de X; +

oo+ Xp.
koo . . ,
2. Déterminer sans calcul limy, o0 Y _po e"\”'i’\—&L S (";) pour [ une fonction continue bornée sur R
et A > 0.
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