
L3 – pour les étudiants en double cursus 2022-2023

Cours du jeudi 20 avril 2023

Géométrie

Birapport et théorème de Pascal

Définitions.
— Birapport de quatre droites. Soient ÝÑd1,

ÝÑ
d2,
ÝÑ
d3,
ÝÑ
d4 quatre droites vectorielles

du plan R2 †. On pose

r
ÝÑ
d1,
ÝÑ
d2,
ÝÑ
d3,
ÝÑ
d4s “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 x3

y1 y3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 x4

y1 y4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 x4

y2 y4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 x3

y2 y3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P RY t8u

où @ i, di “ tptxi, tyiq : t P Ru pour certains p0, 0q ‰ pxi, yiq P R2.
— Birapport de quatre points alignés. Soient A1, A2, A3, A4 quatre points ali-

gnés dans le plan affine R2 ‡. On pose :

rA1, A2, A3, A4s “

ÝÝÝÑ
A1A3
ÝÝÝÑ
A1A4

ÝÝÝÑ
A2A4
ÝÝÝÑ
A2A3

P RY t8u .

— Birapport de quatre points sur une conique lisse. Soit C une conique lisse
du plan affine R2 § Soient A1, A2, A3, A4 P C , on pose :

rA1, A2, A3, A4s “ r
ÝÝÝÝÑ
pKA1q,

ÝÝÝÝÑ
pKA2q,

ÝÝÝÝÑ
pKA3q,

ÝÝÝÝÑ
pKA4qs

pour un point quelconque K P C .
Propriétés.

1) SiA1, A2, A3, A4 sont alignés alors pour tout point P du plan ¶ on a rA1, A2, A3, A4s “

r
ÝÝÝÝÑ
pPA1q,

ÝÝÝÝÑ
pPA2q,

ÝÝÝÝÑ
pPA3q,

ÝÝÝÝÑ
pPA4qs.

†. on suppose qu’il n’y en a pas trois égales.
‡. On suppose qu’il n’y en a pas trois égaux.
§. c-à-d une ellipse, une parabole ou une hyperbole.
¶. qui n’est pas sur la droite pA1Aiq
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2) Si T : R2 Ñ R
2 est une bijection affine, alors rT pA1q, T pA2q, T pA3q, T pA4qs “

rA1, A2, A3, A4s.

3) Si A1, A2, A3 sont trois points sur une droite affine d, alignés, alors l’application
A4 ÞÑ rA1, A2, A3, A4s est injective sur la droite d.

4) Le birapport de quatre points sur une conique lisse C est bien défini et est
indépendant du point K P C choisi.

Démonstration de 4).

Cas d’une parabole.

D’après 2), on peut supposer que C “ py “ x2q.
Soient K “ px, x2q, Ai “ pxi, x

2
i q, 1 ď i ď 4 sur C . On a :

r
ÝÝÝÝÑ
pKA1q,

ÝÝÝÝÑ
pKA2q,

ÝÝÝÝÑ
pKA3q,

ÝÝÝÝÑ
pKA4qs “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 ´ x x3 ´ x

x2
1 ´ x

2 x2
3 ´ x

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 ´ x x4 ´ x

x2
1 ´ x

2 x2
4 ´ x

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ x x4 ´ x

x2
2 ´ x

2 x2
4 ´ x

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ x x3 ´ x

x2
2 ´ x

2 x2
3 ´ x

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

px1 ´ xqpx3 ´ xqpx2 ´ xqpx4 ´ xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

x1 ` x x3 ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

x2 ` x x4 ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

px1 ´ xqpx4 ´ xqpx2 ´ xqpx3 ´ xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

x1 ` x x4 ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

x2 ` x x3 ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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“
px3 ´ x1qpx4 ´ x2q

px4 ´ x1qpx3 ´ x2q

qui est indépendant de x P R.

Cas d’une hyperbole.

D’après 2), on peut supposer que C “ pxy “ 1q.
Soient K “ px, x´1q, Ai “ pxi, x

´1
i q, 1 ď i ď 4 sur C . On a :

r
ÝÝÝÝÑ
pKA1q,

ÝÝÝÝÑ
pKA2q,

ÝÝÝÝÑ
pKA3q,

ÝÝÝÝÑ
pKA4qs “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 ´ x x3 ´ x

x´1
1 ´ x´1 x´1

3 ´ x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 ´ x x4 ´ x

x´1
1 ´ x´1 x´1

4 ´ x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ x x4 ´ x

x´1
2 ´ x´1 x´1

4 ´ x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ x x3 ´ x

x´1
2 ´ x´1 x´1

3 ´ x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

px1 ´ xqpx3 ´ xqpx2 ´ xqpx4 ´ xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

´x´1
1 x´1 ´x´1

3 x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

´x´1
2 x´1 ´x´1

4 x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

px1 ´ xqpx4 ´ xqpx2 ´ xqpx3 ´ xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

´x´1
1 x´1 ´x´1

4 x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1

´x´1
2 x´1 ´x´1

3 x´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
p´x´1q2px´1

3 ´ x´1
1 qpx

´1
4 ´ x´1

2 q

p´x´1q2px´1
4 ´ x´1

1 qpx
´1
3 ´ x´1

2 q

“
px´1

3 ´ x´1
1 qpx

´1
4 ´ x´1

2 q

px´1
4 ´ x´1

1 qpx
´1
3 ´ x´1

2 q

qui est indépendant de x P R˚.

Cas d’un cercle.

D’après 2), on peut supposer que C “ px2 ` y2 “ 1q.
Soient K “ pcosx, sinxq, Ai “ pcosxi, sinxiq, 1 ď i ď 4 sur C . On a :

r
ÝÝÝÝÑ
pKA1q,

ÝÝÝÝÑ
pKA2q,

ÝÝÝÝÑ
pKA3q,

ÝÝÝÝÑ
pKA4qs “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosx1 ´ cosx cosx3 ´ cosx

sinx1 ´ sinx sinx3 ´ sinx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosx1 ´ cosx cosx4 ´ cosx

sinx1 ´ sinx sinx4 ´ sinx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosx2 ´ cosx cosx4 ´ cosx

sinx2 ´ sinx sinx4 ´ sinx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosx2 ´ cosx cosx3 ´ cosx

sinx2 ´ sinx sinx3 ´ sinx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2 sin x1`x
2

sin x1´x
2

´2 sin x3`x
2

sin x3´x
2

2 cos x1`x
2

sin x1´x
2

2 cos x3`x
2

sin x3´x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2 sin x1`x
2

sin x1´x
2

´2 sin x4`x
2

sin x4´x
2

2 cos x1`x
2

sin x1´x
2

2 cos x4`x
2

sin x4´x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2 sin x2`x
2

sin x2´x
2

´2 sin x4`x
2

sin x4´x
2

2 cos x2`x
2

sin x2´x
2

2 cos x4`x
2

sin x4´x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2 sin x2`x
2

sin x2´x
2

´2 sin x3`x
2

sin x3´x
2

2 cos x2`x
2

sin x2´x
2

2 cos x3`x
2

sin x3´x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
sin x1´x

2
sin x3´x

2

sin x1´x
2

sin x4´x
2

sin x2´x
2

sin x4´x
2

sin x2´x
2

sin x3´x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x1`x
2

sin x3`x
2

cos x1`x
2

cos x3`x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x1`x
2

sin x4`x
2

cos x1`x
2

cos x4`x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x2`x
2

sin x4`x
2

cos x2`x
2

cos x4`x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x2`x
2

sin x3`x
2

cos x2`x
2

cos x3`x
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
psin x1`x

2
cos x3`x

2
´ sin x3`x

2
cos x1`x

2
q

psin x1`x
2

cos x4`x
2
´ sin x4`x

2
cos x4`x

2
q

psin x2`x
2

cos x4`x
2
´ sin x4`x

2
cos x2`x

2
q

psin x2`x
2

cos x3`x
2
´ sin x3`x

2
cos x3`x

2
q

“
sin

`

x1`x
2
´ x3`x

2

˘

sin
`

x1`x
2
´ x4`x

2

˘

sin
`

x2`x
2
´ x4`x

2

˘

sin
`

x2`x
2
´ x3`x

2

˘

“
sin x1´x3

2
sin x2´x4

2

sin x1´x4
2

sin x2´x3
2

qui est indépendant de x P R.

Théorème de Pascal.

i) Soient A1A2A3A4A5A6 un hexagone dont les sommets sont sur une conique
lisse du plan affine. Alors les intersections des côtés opposés sont alignées.

c-à-d les points pA1A2qXpA4A5q, pA2A3qXpA5A6q, pA3A4qXpA6A1q sont alignés.

ii) Réciproque. Soit A1A2A3A4A5A6 un hexagone du plan affine dont les inter-
sections des côtés opposés sont alignées. Alors il existe une conique (non
forcément lisse) qui passe par les six sommets.
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Démonstration.
Soient P “ pA1A2q X pA3A4q, Q “ pA2A3q X pA5A6q, R “ pA3A4q X pA6A1q.
Introduisons les points X “ pA1A2q X pA3A4q, Z “ pA2A3q X pA6A1q.
On a :

rA1, A2, X, P s “ r
ÝÝÝÝÑ
pA4A1q,

ÝÝÝÝÑ
pA4A2q,

ÝÝÝÝÑ
pA4Xq,

ÝÝÝÝÑ
pA4P qs

(car les points A1, A2, X, P sont alignés)

“ r
ÝÝÝÝÑ
pA4A1q,

ÝÝÝÝÑ
pA4A2q,

ÝÝÝÝÑ
pA4A3q,

ÝÝÝÝÑ
pA4A5qs

“ r
ÝÝÝÝÑ
pA6A1q,

ÝÝÝÝÑ
pA6A2q,

ÝÝÝÝÑ
pA6A3q,

ÝÝÝÝÑ
pA6A5qs

(car les points A1, A2, A3, A4, A5, A6 sont sur une conique)

“ r
ÝÝÝÝÑ
pA6Zq,

ÝÝÝÝÑ
pA6A2q,

ÝÝÝÝÑ
pA6A3q,

ÝÝÝÝÑ
pA6Qqs

“ rZ,A2, A3, Qs

(car les points Z,A2, A3, Q sont alignés)

“ r
ÝÝÝÑ
pRZq,

ÝÝÝÝÑ
pRA2q,

ÝÝÝÝÑ
pRA3q,

ÝÝÝÑ
pRQqs

“ r
ÝÝÝÝÑ
pRA1q,

ÝÝÝÝÑ
pRA2q,

ÝÝÝÑ
pRXq,

ÝÝÝÑ
pRT qs

“ rA1, A2, X, T s

si on pose T “ pRQq X pA1A2q.
Donc rA1, A2, X, P s “ rA1, A2, X, T s ñ P “ T ñ P P pRQq ñ P,Q,R alignés.
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Remarque. Le résultat est vrai en changeant l’ordre des points.

Analyse complexe

Singularités isolées et théorème des résidus

Définition. Soit Ω Ď C un ouvert. Soit f une fonction. Soit z0 P Ω. On dit
que f a une singularité en z0 si f est holomorphe sur Ω z tz0u.

Dans ce cas, il existe R ą 0 tel que Dpz0, Rq
† Ď Ω et f est holomorphe sur

D1pz0, Rq “ tz P C : 0 ă |z ´ z0| ă Ru. En particulier on a un développement en
série de Laurent

@ 0 ă |z ´ z0| ă R, fpzq “
ÿ

nPZ

anpz ´ z0q
n

où @ |z´ z0| ă R,
ř

ně0 |an||z´ z0|
n ă 8 et @ 0 ă |z´ z0|,

ř

nă0 |an||z´ z0|
n ă 8.

Remarque. Les coefficients de an ne dépendent que de f et vérifient :

@ n P Z, @ 0 ă r ă R, an “
1

2iπ

ż

γr

fpzq

pz ´ z0q
n`1

†. Dpz0, Rq “ tz P C : |z ´ z0| ă Ru
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où γr : r0, 2πs Ñ C, t ÞÑ z0 ` rz
it.

Définitions. Avec les notations ci-dessus :

i) si infnPZtn P Z : an ‰ 0u ě 0, on dit que f a une singularité artificielle en
z0 (f est holomorphe en z0) ;

ii) si infnPZtn P Z : an ‰ 0u “ ´n0 P Nă0, on dit que f a un pôle d’ordre n0 en
z0 ;

iii) si infnPZtn P Z : an ‰ 0u “ ´8, on dit que f a une singularité essentielle
z0.

Exemples. La fonction e
1
z a une singularité essentielle en 0, la fonction 1

z´ 1
z

a
un pôle d’ordre 1 en ˘1 et une singularité artificielle en 0.

Définition. Si f a une singularité en z0, on note

Rész0f “ a´1

le résidu de f en z0.
Théorème des résidus. Soit Ω Ď C un ouvert. Soit f une fonction telle que

@z P Ω, f est holomorphe en z ou f a une singularité en z. Soit γ un lacet contenu
dans Ω z tsingularités non artificielles de fu tel que

@ z R Ω, Indγpzq “ 0 † .

Alors
1

2iπ

ż

γ

f “
ÿ

z

Részf Indγpzq

où z décrit les singularités de f dans Ω.
Démo. Les singularités non artificielles de f sont isolées. De plus le lacet γ a

une image compacte dans C donc est contenu dans un disque fermé D dont le
complémentaire est contenu dans la composante connexe non borné de Czγ. Donc
@ z R D, Indγpzq “ 0. Donc l’ensemble tz P C : Indγpzq ‰ 0u est contenu dans un
compact donc l’ensemble des singularités non artificielles zk telles que Indγpziq ‰ 0

est fini. Notons z1, ..., zN ces singularités ‡. Pour tout k, il existe Rk ą 0 tel que
Dk “ Dpzk, Rkq “ tz P C : |z ´ zk| ă Rku Ď Ω et f est holomorphe sur
D1k “ tz P C : 0 ă |z ´ zk| ă Rku.

†. si Ω est un ouvert étoilé de C, cette condition est vérifiée.
‡. en particulier, si z R tz1, ..., zNu, Indγpzq “ 0.
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Pour tout k, soit γk le lacet r0, 2πs Ñ C, t ÞÑ zk ` rke
it où le rayon est choisi

tel que 0 ă rk ă Rk.
Alors, pour tout 1 ď k ď N , on a pour toute singularité non artificielle z de f ,

Indγkpzq “

$

&

%

1 si z “ zk

0 si z ‰ zk
.

De plus, @ z R Ω, @ 1 ď k ď N , |z ´ zk| ą Rk
† ñ Indγkpzq “ 0.

Soit Γ le chemin généralisé

Γ “ γ ´
N
ÿ

k“1

Indγpzkqγk .

Soit Ω1 “ Ω z tsingularités non artificielles de fu.
Alors
— f est holomorphe sur Ω1.
— @ z P C z Ω1, IndΓpzq “ 0.

En effet, soit z R Ω1.

a) Si z R Ω, IndΓpzq “ Indγpzq ´
řN
k“1 IndγpzkqIndγkpzq “ 0.

b) Si z P Ω, alors z est une singularité non artificielle de f et

IndΓpzq “ Indγpzq ´
N
ÿ

k“1

IndγpzkqIndγkpzq

“ Indγpzq ´
N
ÿ

k“1
zk“z

IndγpzkqIndγkpzq

†. car Dpzk, Rkq Ď Ω
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“ 0

car Indγkpzkq “ 1 et z R tz1, ..., zNu ñ Indγpzq “ 0.

Donc d’après la version généralisée du théorème de Cauchy :

1

2iπ

ż

Γ

f “ 0

ô
1

2iπ

ż

γ

f ´
N
ÿ

k“1

Indγpzkq
1

2iπ

ż

γk

f “ 0

ô
1

2iπ

ż

γ

f ´
N
ÿ

k“1

IndγpzkqRészkf “ 0

ô
1

2iπ

ż

γ

f “
N
ÿ

k“1

IndγpzkqRészkf

“
ÿ

z

IndγpzqRészf

Q.e.d.

Exercice. Calculer
ż 8

0

dx

1` xn
.

Soit fpzq “ 1
1`zn

. Les singularités de fsont les eiπ
1`2k
n , 0 ď k ď n´ 1.

Soit r ą 1. Soit γr “ γ1 ` γ2 ` γ3 où :

γ1 : r0, rs Ñ C, x ÞÑ x

γ2 : r0,
2π

n
s Ñ C, x ÞÑ reix

γ3 : r0, rs Ñ C, x ÞÑ pr ´ xqe
2iπ
n .
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C’est un lacet. D’après le théorème des résidus :

1

2iπ

ż

γr

f “
n´1
ÿ

k“0

IndγrpzkqRészkf

“ Indγrpz0qRész0f “ Rész0f

or, comme f a un pôle simple en z0, Rész0f “ lim zÑz0
z‰z0

pz´z0q
1`zn

“ 1
p1`znq1pz0q

“ 1
nzn´1

0

“

´e
iπ
n

n
.
D’un autre côté,

ż

γr

f “

ż

γ1

f `

ż

γ3

f `

ż

γ2

f

or,
ş

γ1
f `

ş

γ2
f “ p1´ e

2iπ
n q

şr

0
fpxqdx

rÑ8
Ñ p1´ e

2iπ
n q

ş8

0
dx

1`xn
.

On a aussi

|

ż

γ3

f | ď sup
|z|“r

1

|1` zn|
lpγ3q

ď
1

rn ´ 1

2πr

n
rÑ8
Ñ 0 .

Donc
1

2iπ
p1´ e

2iπ
n q

ż 8

0

dx

1` xn
“ ´

e
iπ
n

n

ô

ż 8

0

dx

1` xn
“ ´

2iπe
iπ
n

np1´ e
2iπ
n q

“

π
n

sin π
n

.
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Calcul différentiel

1ère et 2ème forme fondamentales, courbure de Gauss

Soit X : Ω Ñ R
3 une fonction sur un ouvert Ω Ď R2.

Définition. Si X est C1 sur Ω, la 1ère forme fondamentale de la surface para-
métrée X en le point pu, vq P Ω est la matrice :

IXpu, vq “

¨

˝

||BuX||
2 BuX ¨ .BvX

BuX ¨ BvX ||BvX||
2

˛

‚

où ¨ est le produit scalaire usuel de R3 et || || la norme associée.
Exemple. Soit X : pu, vq ÞÑ pu, v,

?
R2 ´ u2 ´ v2q une paramétrisation d’un

morceau de la sphère centrée en 0 de rayon R ą 0.
Dans ce cas,

BuX “ p1, 0,
´u

R2 ´ u2v2
q, BvX “ p0, 1,

´v

R2 ´ u2v2
q,

IXpu, vq “
1

R2 ´ u2 ´ v2

¨

˝

R2 ´ v2 uv

uv R2 ´ u2

˛

‚ .

Définition. Le vecteur normal de la surface paramétréeX en le point pu, vq P Ω

est le vecteur
ÝÑn “

BuX ^ BvX

||BuX ^ BvX||
.

Le plan tangent de la surface paramétrée X en le point pu, vq P Ω est le sous-
espace engendré par les vecteurs BuX, BvX (si cesvecteurs sont linéairement indé-
pendants). Exemple. Soit X : pu, vq ÞÑ pu, v,

?
R2 ´ u2 ´ v2q. Dans ce cas,

ÝÑn “
1

R
pu, v,

?
R2 ´ u2 ´ v2q .

Définition. Si X est C2 sur Ω, la 2ème forme fondamentale de la surface
paramétrée X en le point pu, vq P Ω est la matrice :

IIXpu, vq “

¨

˝

B2
uuX ¨ ÝÑn B2

uvX ¨ ÝÑn

B2
uvX ¨ ÝÑn B2

vvX ¨ ÝÑn

˛

‚ .
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Exemple. Soit X : pu, vq ÞÑ pu, v,
?
R2 ´ u2 ´ v2q. Dans ce cas,

IIXpu, vq “ ´
1

RpR2 ´ u2 ´ v2q

¨

˝

R2 ´ v2 uv

uv R2 ´ u2

˛

‚ .

Définition. Si X est C2 sur Ω, la courbure de Gauss de la surface paramétrée
X en le point pu, vq P Ω est le nombre

det IIXpu, vq

det IXpu, vq
.

Exemple. Soit X : pu, vq ÞÑ pu, v,
?
R2 ´ u2 ´ v2q. Dans ce cas, la courbure de

Gauss est constante et vaut 1
R2 .
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