L3 — pour les étudiants en double cursus 2022-2023

Cours du jeudi 20 avril 2023

Géométrie
Birapport et théoréme de Pascal

Définitions.

— Birapport de quatre droites. Soient El), 32), Eg), 34) quatre droites vectorielles
du plan R2[[] On pose

r1 T3 To T4

—_ - - — Y1 Y3 Y2 Ya
[dl,dg,dg,d4] = ERU{OO}

T1 T4 T2 I3

Y1 Ya Y2 Y3

ou Vi, d; = {(tx;,ty;) : t € R} pour certains (0,0) # (z;,y;) € R2.
— Birapport de quatre points alignés. Soient Ay, As, Az, A4 quatre points ali-
gnés dans le plan affine R[] On pose :

— Birapport de quatre points sur une conique lisse. Soit % une conique lisse

du plan affine R2f| Soient A, Ay, A3, A4 € €, on pose :

[A1, Ao, As, Ayl = [(KAy), (KA), (KA;), (KA,

pour un point quelconque K € % .

Propriétés.

1) Si A, A, Az, Ay sont alignés alors pour tout point P du planlﬂ ona[Aj, Ay, Az, Ay] =
[(PA1>7 (PA2)7 (PA3)7 (PA4)]

on suppose qu’il n’y en a pas trois égales.

On suppose qu’il n’y en a pas trois égaux.

c-a-d une ellipse, une parabole ou une hyperbole.
qui n’est pas sur la droite (A A;)

= Lo A —i-
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L3 — pour les étudiants en double cursus 2022-2023

2)

Si T : R* — R? est une bijection affine, alors [T(A;), T(As), T(A3), T(A4)] =
[A1, Ay, As, Ayl.

Si Ay, A, Ag sont trois points sur une droite affine d, alignés, alors ’application
Ay [Ay, Ag, Az, Ay est injective sur la droite d.

Le birapport de quatre points sur une conique lisse € est bien défini et est

indépendant du point K € % choisi.
Démonstration de .

Cas d’une parabole.

D’aprés , on peut supposer que € = (y = 2?).
Soient K = (z,2%),A; = (x,27), 1 <i<4sur €. Ona:

1 — T Trs — T To — T Ty — T

e R B e
[(K A1), (KAs), (KAs), (KA4)] =

1 — T Ty — T To — T T3 — T

v —ax? 2t —a2? || 2k -2 22— 2?

1 1 1 1
(1 — x)(x3 — x) (29 — ) (24 — T)
r1+xr 23+ o+ T4+

1 1 1 1
(1 — ) (14 — ) (29 — ) (T3 — )
1+ T4+ To+T X3+
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L3 — pour les étudiants en double cursus 2022-2023
_ (23 — 1) (@4 — 2)
(1U4 - I1)(I3 - IQ)
qui est indépendant de x € R.
Cas d’une hyperbole.
D’apreés [2)), on peut supposer que ¢ = (zy = 1).
Soient K = (z,77), A; = (z5,7;'), 1 <i<4sur¥.Ona:
o i T3 — T To — T Ty — X
e B B B R R
[(KAy), (KAz), (KAs), (KAy)] =
1 — T Ty — T To — T Trs — T
(@1 = )(@a — D)o~ 2w — )| 1 1 1
1 —x)(r3 —x)(1s — ) (T4 — T
—mflx 1 —xglx 1 —$2_1x 1 —legfl
@ =)~ ) =)o =) | 1 1 1
1 —x)(ry —x)(1 — ) (23 —
ottt el || —aplel —apla!
(e e — e ) — apY)
(—2= )22y — 2y ) (o' — 25
_ (ag — ) (e =)
(@t — 2 (g’ —a37)

qui est indépendant de x € R*.
Cas d’un cercle.

D’apres [2)), on peut supposer que ¢ = (2% + y? = 1).

Soient K = (cosz,sinz), A; = (cosx;,sinz;), 1 <i<4sur €. Ona:

COSx; — COST

sinx; —sinx

COST3 — COST

sinxs —sinx

COSTg9 — COST

sin xy — sinx

COSTy — COST

sinzy —sinx

[(KAl)a (KA2>7 (KA3)7 (KA4)] =

COSx; — COST

sinz; —sinz
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COSxy — COST

sinzy, —sinz

COSXg9 — COST

sinzy — sinx

COSX3 — COST

sinxs —sinx
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—2sin "”1” sin % —2sin 9”3“" sin #-% || —2sin :’32” sin #2-%  —2sin 9”4*"’“" SHE
2 cos Ut gip L= 9 cog LHL gip Ta—T 2 cos L24T gip 2= 9 cog TAHE gip Ta—T
B 2 2 2 2 2 2 2 2
—25sin xl” sin % —2sin “” sin £ || —2sin ”” sin £ —2sin ”33” SHEES
2 cos BT sin B=2 2 cos TEE sin TE 2cos T2 gin 2222 2 cos BHE sin LE
sin ””1; L sin x32+ z sin % sin %
. _ . _ . _ . _ 1tz r3+x Tot+x Ta+x
sin £1-2 gin £82 sin L2 gjn £4-L | COS T5 COS T || cos YT cos HyE
T i T1=T iy TA—T s L2—L i T3—T
sin sin sin sin . . .
2 2 2 2 sin xl; L gin ugﬁ sin % sin %
COS 9”1” cos % cos 22; L cos %
1t r3t+xT 3+ r1t+xT rot+T T4t TatT ot
_ (sin - cos P2 — sin 2 cos T ) (sin P2 cos H — sin 45 cos )
(Sll’l 1t CcoS z4+:p Sll’l :1:4+x CcoS z4+:p) (SlIl xot+T CcOoS ngr:v SlIl :B3+z CcOoS x3+:1:)
in (Titz M) ; (w _ M)
_ sin ( 5 S2) sin (£ 5
: it x4+:(:) : (xz-i—:c o :r:3+x)
sin (—2 Tt ) sin (#2E — SEE
X1 —x3 T2—T4
_ sin & 2 sin #2524
X1 —x4 T2—x3
sin #1524 sin #2558

qui est indépendant de x € R.

Théoréme de Pascal.

i) Soient A;A3A3A;A5A¢ un hexagone dont les sommets sont sur une conique

lisse du plan affine. Alors les intersections des cotés opposés sont alignées.

c-a-d les pOiDtS (A1A2)0<A4A5), (A2A3)0<A5A6), (A3A4)0(A6A1) sont alignés.

ii) Réciproque. Soit A1 Ay A3A4A5As un hexagone du plan affine dont les inter-

sections des cotés opposés sont alignées. Alors il existe une conique (non

forcément lisse) qui passe par les six sommets.
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Démonstration.
Soient P = (AlAg) M (A3A4), Q = <A2A3) M (A5A6)7 R = (A3A4> M (AﬁAl)
Introduisons les points X = (A1 A4s) N (A344), Z = (A243) N (AsAy).

On a:

[A1, Ay, X, P] = [(A4A1), (A4Ar), (A4 X), (A4P)]

(car les points Ay, Ay, X, P sont alignés)

= [(AsA1), (A4Az), (A4A3), (AsA5)]

= [(AsA1), (AsA2), (A6A3), (AsAs5)]

(car les points Ay, Ay, As, Ay, As, Ag sont sur une conique)

= [(A62), (AsA2), (AsA3), (A6Q)]

= [Za A27 A37 Q]

(car les points Z, Ay, Az, Q sont alignés)

= [(RZ)7 (RA2>7 (RA?))a (RQ)]

= [(RA1), (RA), (RX), (RT)]
= [A17A25X7T]
si on pose T' = (RQ) N (A1 As).
Donc [A1, Ay, X, P] = [A1, A, X, T] = P =T = P e (RQ) = P,Q, R alignés.
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Remarque. Le résultat est vrai en changeant 1’ordre des points.

_—

-

)
i
bl

Analyse complexe
Singularités isolées et théoréeme des résidus

Définition. Soit 2 € C un ouvert. Soit f une fonction. Soit zg € €2. On dit
que f a une singularité en zo si f est holomorphe sur Q\ {zp}.

Dans ce cas, il existe R > 0 tel que D(z, R)lﬂ c Q et f est holomorphe sur
D'(z9,R) = {z € C : 0 < |z— 2| < R}. En particulier on a un développement en
série de Laurent

VO <|z—2]| <R, f(z) = Z an(z — 2z9)"
neZ
oV |z — 2| <R, Y00 lan||z —20|" <0 et VO < |2 — 20|, 2,0 |anl|z — 20|" < 0.
Remarque. Les coefficients de a,, ne dépendent que de f et vérifient :
1
VneZ,VO<r <R, a,=— /(z)

2ir ), (2 —20)"*!

1. D(20,R) ={2€C : |z— 20| < R}
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o v, : [0,27] — C, t — 2z + rz™.
Définitions. Avec les notations ci-dessus :

i) siinf,ez{ne€Z : a, # 0} = 0, on dit que f a une singularité artificielle en

2o (f est holomorphe en z);

ii) siinf,ez{ne€Z : a, # 0} = —ng € N_g, on dit que f a un pole d’ordre ny en
205

iii) siinfuez{n € Z : a, # 0} = —o0, on dit que f a une singularité essentielle
20-

1
z—= a
z

Ezxemples. La fonction e a une singularité essentielle en 0, la fonction
un pole d’ordre 1 en £1 et une singularité artificielle en 0.

Définition. Si f a une singularité en zy, on note
Rés.,f=a_1

le résidu de f en zg.

Théoréme des résidus. Soit 2 € C un ouvert. Soit f une fonction telle que
Vz €€, f est holomorphe en z ou f a une singularité en z. Soit v un lacet contenu
dans Q\ {singularités non artificielles de f} tel que

Vz¢Q, Ind, (2) = Om .

Alors |
o L f= ZZ:RésZ fInd, (2)

ou z décrit les singularités de f dans €.

Démo. Les singularités non artificielles de f sont isolées. De plus le lacet v a
une image compacte dans C donc est contenu dans un disque fermé D dont le
complémentaire est contenu dans la composante connexe non borné de C\ 7. Donc
Vz¢ D,Ind,(z) = 0. Donc l'ensemble {z € C : Ind,(z) # 0} est contenu dans un
compact donc I'ensemble des singularités non artificielles z;, telles que Ind, (z;) # 0
est fini. Notons zi,..., 2y ces singularitésﬂ Pour tout k, il existe Ry > 0 tel que
Dy = D(z,Ry) = {z € C : |z — 2| < R} € Q et f est holomorphe sur
D, ={zeC : 0<|z—z| < Ry}

1. si © est un ouvert étoilé de C, cette condition est vérifiée.
I. en particulier, si z ¢ {z1,..., 25}, Ind,(2) = 0.
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Pour tout k, soit 4 le lacet [0,27] — C, t — z + re’ ou le rayon est choisi
tel que 0 < 7, < Ry.
Alors, pour tout 1 < k < N, on a pour toute singularité non artificielle z de f,

1 siz=z
Ind,, (2) = .
0 siz#z

De plus, V2 ¢ Q, V1 <k <N, |z — 2| > Rf] = Ind, (z) = 0.
Soit I' le chemin généralisé

—~

(S Y
g " s
Soit Q' = O\ {singularités non artificielles de f}.
Alors

— f est holomorphe sur €2'.
— V2zeC\, Indp(z) = 0.
En effet, soit z ¢ V.
a) Siz¢Q, Indp(z) = Ind,(2) — X, Ind,(2)Ind,, () = 0.

b) Siz e, alors z est une singularité non artificielle de f et

Indr(z) = Ind,(2) — Z Ind, (z)Ind,, (2)

k=1

= Ind,(2) — Z Ind, (2;)Ind,, (2)

k=1
zp =2

1. car D(zy, R;) € Q
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=0

car Ind,, (z;) = 1 et 2 ¢ {2, ..., 2y} = Ind,(2) = 0.

Donc d’apreés la version généralisée du théoréme de Cauchy :

mef—o
@Q;TLf—;Ind ) — Jf—o
217rff Zlnd ze)Rés., [ =0

22#] f= Z Ind, (zx)Rés,, f

o0
d
FEzxercice. Calculer f a: )
0 ]. —+ "

Soit f(z) = 1+ —. Les singularités de fsont les ™ 2

n,0<k<n-—1.

Soit r > 1. Soit v, = 71 + 2 + 73 o1 :

7 :[0,r] > C,z— 2

2 .
72 : [0, —W] — C, z— re”
n

vs 1 [0,r] — C, xr—»(r—m)e% :
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=
/ =Pt B
e
B
B \::{7?' Y
Vs N
\7 @/N/Y}T
] b
| e & /"

C’est un lacet. D’aprés le théoréme des résidus :

2mJ f= Z Ind,, (zx)Rés,, f

= Ind% (Z() ) RéSZO f = Részo f

A . ’ . Z—2 1 1
or, comme f aun pole simple en zy, Rés,, f = lim._z, (1+z2) = TG = T =
z 0

z#z(

D’un autre coté,

J f=f pef el
Yr 71 73 Y2
24T 'r‘—>CX) 2im a0 dx
0r7§“{1f+g’mf 1_en SO (1_6 ) 0 14zn"
On a aussi
X S
] 1< s i)
< 1 27r —
rm—1n
Donc .
1 i © d %
Y
% o L4+an n
foo de Qime
o l4an n(l—e%)
" sint
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Calcul différentiel

lére et 2eme forme fondamentales, courbure de Gauss

Soit X :  — R? une fonction sur un ouvert 2 < R2.
Définition. Si X est C' sur , la 1ére forme fondamentale de la surface para-

métrée X en le point (u,v) € Q est la matrice :
[0 X2 0uX .0, X

IX<U7 U) =
0uX - 0, X |0, X]|?

ou - est le produit scalaire usuel de R? et || || la norme associée.
Ezemple. Soit X : (u,v) — (u,v,v/R?—u?—0v?) une paramétrisation d’un

morceau de la spheére centrée en 0 de rayon R > 0.

Dans ce cas,
—U —v
0X =00 g X = O )

1 R? — v? uw
Lx(u,v) = R? —u?2 —? wo R2 — 42

Définition. Le vecteur normal de la surface paramétrée X en le point (u, v) €

est le vecteur
OuX A Op X

[0uX A 0,X]||

Le plan tangent de la surface paramétrée X en le point (u,v) € Q est le sous-

espace engendré par les vecteurs 0,.X, 0,X (si cesvecteurs sont linéairement indé-

pendants). Exemple. Soit X : (u,v) — (u,v,+/R?* — u? — v?). Dans ce cas,

1
n = —(u,v,VR?> —u? —v?) .

R
Définition. Si X est €2 sur Q, la 2¢me forme fondamentale de la surface

paramétrée X en le point (u,v) € Q est la matrice :

2.X-m 32,
IIx(u,v) =
nw

2,X -
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Ezemple. Soit X : (u,v) — (u,v,v/R?> —u? —v?). Dans ce cas,

1 R? —? uUv

R(R? — u? —v?) w R — 2

IIx(u,v) = —

Définition. Si X est C? sur Q, la courbure de Gauss de la surface paramétrée
X en le point (u,v) € € est le nombre

det ITx(u,v)
det Ix(u,v)

Ezemple. Soit X : (u,v) — (u,v,+/R?* —u? —v?%). Dans ce cas, la courbure de
Gauss est constante et vaut #.
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