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UNIVERSITE LyonN [ Année universitaire 2022-2023

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES L3 MGA
Anneaux et Corps

FEUILLE D’EXERCICES 2 : CORPS

Exercice 1. Soit A un anneau intégre. On suppose que A O K, ou K est un corps et un sous-
anneau de A. Montrer que A est un K-espace vectoriel. On suppose de plus qu’il est de dimension
finie. Montrer que A est un corps.

Exercice 2. Y a-t-il une structure de corps sur Z/4Z dont le groupe additif sous-jacent est le
groupe (Z/AZ,+)?

Exercice 3. Soit K un corps de caractéristique p.
(1) Montrer que 'application ¢ : K — K définie par o(x) = 2P est un morphisme de corps.
(2) Que vaut o pour K =TF,?

(3) On suppose que K est fini, montrer qu’alors ¢ est un isomorphisme.

(4)

4) Montrer que ce n’est pas nécessairement vrai si K est infini.

Exercice 4. On considére le groupe additif Z/27Z x Z/27Z. On le munit d’une loi qui en fait un
anneau. On nomme ses éléments 0, 1, a, b (0 et 1 sont respectivement les éléments neutres pour +
et -).

(1) Montrer que a + b= 1.

(2) On suppose qu'un des éléments, disons a, est de carré nul. Montrer qu’alors ab = a et b% = 1.

(3) On suppose que a? # 0 # b? mais que ab = 0. Montrer qu’alors a? = a et b> = b. Montrer
que 'anneau obtenu est isomorphe a I'anneau produit Z/27Z x Z/2Z.

(4) On suppose maintenant que a2, b? et ab sont non nuls. Montrer qu’alors a® = b, b*> = a et
ab = 1. Montrer que I'anneau obtenu est un corps.

(5) Montrer qu’il existe un unique (& isomorphisme prés) corps a quatre éléments.

Exercice 5. Soit Fy le corps a deux éléments. Soit L = Fo[X]/(X2 + X + 1).

(1) Montrer que L est un corps a quatre éléments, et écrire ses tables d’addition et de multipli-
cation.

2) Veérifier que L est isomorphe au corps construit dans 'exercice précédent.
|

(3) Que se passe-t-il si on remplace X2 4+ X + 1 par X2 417

Exercice 6. Posons Q(i) = {a +ib : a,b € Q}.
(1) Montrer que Q(i) est un corps.
(2) Trouver un polyéme P € Q[X] tel que Q(z) ~ Q[X]/(P).

Exercice 7. A quel corps le quotient R[X]/(X 2 4 X 4 1) est-il isomorphe ?
1
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Exercice 8. Déterminer les degrés des extensions de corps suivantes : R C C, @ C Q(ﬁ),

Q C Q(V?2) et Q C Q(V2,i).

Exercice 9. Montrer que Q(v/2,v3) = Q(v2 + v3), Q(2'/%) = Q(v2, ¥/2) et que [Q(v2, V/2) :
Q] = 6. (Indication : pour la derniére égalité, donner une base du Q-espace vectoriel Q(+2, \75))

Exercice 10. Soit F' = X® + 3X — 2 dans Q[X].
(1) Montrer que Q[X]/(F') est un corps.
(2) Notons u la classe de X dans Q[X]/(F). Montrer que (1,u,u?) est une Q-base de Q[X]/(F).
(3) Exprimer (2u? + u — 3)(3u® — 4u+1) et (u® — u+4)~! dans cette base.
(4) Combien F a-t-il de racines dans Q[X]/(F)?
(5) Est-il isomorphe a un sous-corps de R 7
(

6) Est-il isomorphe & un sous-corps de C non contenu dans R ?
Degré d’une extension, régle et compas

Exercice 11. Soit K/k une extension de corps de degré 5, engendrée par un élément «. Montrer
que o engendre la méme extension.

Exercice 12. Soit K un corps engendré sur £k par deux éléments a et 3 de degrés respectifs m et
n. On suppose que m et n sont premiers entre eux. Montrer que [K : k] = mn.

Exercice 13. Soient a, 3 € C. On suppose que a+ 3 et af3 sont algébriques. Montrer que a et 3
le sont aussi.

Exercice 14. Peut-on construire a la régle et au compas un carré dont 'aire est égale a celle d'un
triangle donné ?

Exercice 15. Soit a une racine réelle de X% 4 3X + 1. Peut-on construire a a la régle et au
compas ?

Exercice 16. On cherche a trissecter a la régle et au compas 'angle 7/3. Montrer que ceci revient
a construire le nombre a = cos(7/9). Montrer que « est racine du polynéme 8X* — 6X — 1 et
conclure.

Exercice 17. Pour chacun des sous-corps suivants de C, dire s'il contient 7 :

(@ QW2 () QV=2 () Qa)ona® +a+1=0.
Exercice 18. Soit a = V/2. Quel est le polynéme irréductible qui annule 1+ a? sur Q?
Exercice 19. Quel est le polynome irréductible qui annule v/3 + /5 sur

(@)Q (b)) QW5) () QW10)  (d) Q(V15)?

Exercice 20. Polynomes irréductibles.

/ (1) Monter que les polynémes X7 + X + 1 et X 4+ X? 4 1 sont irréductibles dans F 2[X].
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(2) Monter que les polynomes X 42X + 1, X® 4+ X2 42 et X 4 4 X2 4 2 sont irréductibles
dans F3[X].

Exercice 21. Calculs dans Fyg.
(1) Verifier que X%+ X +1 est irréductible dans Fo[ X].
(2) Justifier que K = Fo[X]/(X* + X + 1) est un corps de cardinal 16.
(3) Soit z la classe de X dans K. Montrer que x engendre de groupe K™.

Exercice 22. Algébre linéaire et Sylow.
Soit F, un corps avec g = p" et n. > 1.

(1) Déterminer la cardinal de GLy, (Fy).

(2) Montrer que 'ensemble des matrices triangulaires dont la diagonale est constituée de 1 est
un p-sous-groupe de Sylow de GL,,(F,).

(3) Soit G un groupe fini et S un p-Sylow de G. Soit H un sous-groupe de GG. Montrer qu'’il
existe g € G tel que gSg~ ' N H est un p-Sylow de H. Indication : utiliser l’action de H sur
G/S.

(4) Déduire des questions précédentes I'existence d’'un p-Sylow pour tout groupe.
Exercice 23. Soit P = X% +2X — 2.

(1) Montrer que P a exactement deux racines réelles.

(2) Montrer que P est irréductible dans Q[X].

(3) Montrer que la racine réelle positive de P n’est pas constructible.

Exercice 24. (1) Déterminer le polynéme minimal de sin § dans Q[X].
(2) En déduire que 'angle % n’est pas trisectable a la régle et au copas.

Exercice 25. Résultant et Applications.

Soit k un corps. Soit P et ) deux polynémes non constants dans k[ X]. On veut un critére numérique
pour décider si P et () sont premiers entre eux.

(1) Soit p et ¢ les degrés de P et (Q respectivement. Montrer que P et () ne sont pas premiers
entre eux si et seulement si il existe deux polynémes non nuls A et B tels que

(a) PA=QB;
(b) deg(A) < deg(Q);
(c) deg(B) < deg(P).
(2) En déduire que P et @Q sont premiers entre eux si et seulement si I’application
R : kq_l[X] X kp_l[X] e Iilp+q_1[X]
(A, B) — AP+ BQ
n’est pas bijective.

(3) Déterminer la matrice M de R dans les bases canoniques. Le résultant R(P, Q) est par
définition le déterminant de M.

Application. Soit o et 8 deux nombres complexes algébriques sur (Y. Notons P, et Pg leurs
polynémes minimaux unitaires.

(4) Verifier que les deux polynémes de C[X], P = P,(X) et Q = Pg(a + 3 — X) ont une racine
commune.

(5) Soit Q = P3(T — X) € (Q(T))[X] et P = P, pensé comme un polynéme de (Q(7'))[X].
Montrer que R(P, Q) appartient & Q[7] et s’annule en a + 3.

(6) Déterminer le polynéme minimal de v2 + /3.

(7) Trouver un polynéme annulateur de 7 = a3 en considérant Q@ = X9Pg(%).



) M. ’
IIW ) ld W# thuam <
< SIFEE Ry 3 I
’E 1) |M .m M [ Y _,_.T l.w
& Tl [alal [ 3 g > S
= g AR T Rl ~
S .vh }3] < T > .\M JI .,/
. _. v =L 3
= - EANN XN 3 0
m m <~ | Q|
D lm AR N TS -
L S = o X~ o Q
TN Z N LSRN
=N e (% <t W, < RN X
¢  [EolE I~ [ | SENE S
~ S e = o . EURNEIEN NIY
i NIE NNEIIFEEED RN SR L
s 1 i ! . > n | §= , ot
3 S[9]F ~ERRCES Y EE AR
< i BE ~ ¢ lol o : c 3 T3
—I_J A/ U 7 V.M & - : m A ¥ <
S| et el 2 e R =~ BN S B ¢
‘L n/ _— M N 3 &lu p . +~ .
0 NG .I_' ﬂ_ o \— A.T Ww .M m N > < ™ M
N e . U PN
NI ~ 13 o REPNE VD - BN YIS SR T, OV
<= [ .T @I R > o |3 Ay .M e+ | B . r ~E %
=[x RIN % B RN R SR SR
(7 iy t w & < 3 3 MM s M Q b+ _ X< ot /ﬂA. m SVA
) ] nJ\ /A\ < P m. ) < ™ m M |M¢ 3 = Wﬁg e vA — &
= [H< LT VoS s o SIS 1 & SRS © 2 o X <3
g X< ¥R = Y |y Y (¥ =
: <=3 al 2 1% $ < 2 X + .t
ol ~S a4 %Y il < |¥ 3 3 ¥ M-
: | SIS R I e == Y RV UBC -
o v IR IIEY) , M 3|y 1B : a 18K S ¥
> ) 3 g M o b Y oS - ~ | el o
> | (P AP Z.{ I - S
| /~\ \ .' > W Alw P Z | o M b m“ W & a mm IW
) 3 S -
Ac. "
<
>




, Mﬂ gl LBl “W T
AT
v/ &
a d o cd/o /«
“\n/_.nv
- —
e S =\ = e
5 D & i N v ¢
J b /nm\ & A _ T q A~Uok
=1 3 = T T A
_{\ \Z 0‘ 11 jﬁ /—‘
o) - R b
VR >~ ONH <
\ N g Cl 1
n% R = m = a \/ =
- S T F i + ™ \
~ o . S N e |
N o N |
@ y) < = I \ | a
w B > vy < . AI/O v { \J |
® g N ir 9 o &
Z y | TN S~ % o Y I Ve
© S & E b | Rl
N 23 I |\ S—___ P i S = ——
\ 0 [~ NG . nM\ N - //M T /N y
3 2 RENA Bl L o " N =2
> o \ Ly — NN
2 _ — ™ gl . =N
S = - [N Ll N o ) v Ry |~
Y = 5 3T N3 S
\ o M &Y = s — 3
< ¢ 9 5 ~-
; —w ¢ G = P R
N > O SIEBE
= S = SES
$ 8 s 3 : N ERE
> 3 In = &
Vn ﬂ ~— N 1/0 )
<3 NN
/ o




N } L.L_u b
i R ¢ = Ry
AN = H j= =
Y N
> J 5 T ﬂ
St = (g > [
/ = I~ o }
— / < = < M
3 - N .
oSN f m il
< B . ) L
1 T - < !
= [ - ] b
T 4 ﬁl L ld H
AN Y
p ~ P i
i ( < 7 [
- 3 I =g 2
\I., —, J "o . ot
- \ -~
~I[Y 3 ~ D — ~ » — .Q \ (t
< <K - \
- .—\ , b( : 1/\ ) | L A.ﬂ—
N < > (= : ; = . =3 /
SRR > = B ' ] o =
< M - = LT Y R M. , ; R :
= e T = e ~ T Y Y
d O | //\ .ﬂaﬁ S i =
. . S ~ = ~ = = = 1L T
}/{ {!J .M @N Oc_ S \r& A A U\Vl\
( < \ {l N <R . o
Iy 3 s & S N
M. 1 = \ Do Y N /ﬁ O Al
w T lm W ml [ Oﬁ .M \hw/ \\‘Q ’N\// m
~~ ] - { \V/ o) T
S =7 B
~ P e | TN
\ < /AN < = .
= - i .m N : A =
< E . y
F S ~\ ® e
!I’O r 1(..0 NG =WV
. ™~ | T~ A s Y 'Y q
o)
eya 2 : A
OV P s— / A\ — / \ M /C
Py , = S 3
NEIHAS) - . 5
S N EERA N C
Q T <
o o < ) ~
~ it
\




o

LR

N

- C)

™N

a?-o

1y

o

L\

kv
ay
\
" Ap
O (@
N

A ﬁ
(€U
1 1 N

o L

v

Dl (9

=/
AN
c_)o fj) -I) T - ’f'_S'\ {/ (:13

=

VIS

—
..‘a_l /;l;n\--\
o
2_(-,_\—\
(1Y

n 1

et

A0
(=Y

M
d
PN TSR
Z (/<
L
L
L
b

_—

o

[&

/

<
j(\

/

T
T~
("4£L/-
A
L J
D

A
2T

A
[

)

,{t’z >~

JH)Ye
/

IEATENE

\l VI AL

AL

\}\

A o pAn
o enolce

P{]b”\/
4
Ve )




|
oJ 3 b 0 |)ss
B X 2 r b VLR
== P Ol [ ~J = \“_w A !
9 3 F T RIIE J M S5
N ~J T S 1 Ul
u V = __ AL\
hw - M < /) - . uJ.J
TR A t . >
29 [ ® s & ,
s S ? RECSNENE
IR X T T \ ) NI
S 1 g e _ ~| =
{ S \. . S
Y S _ 9 7l <| = L
1 ~ 7 i <
T Y | S . AN _ 3 9
l N N~ >~ | — ) hat —~
| = 28 el 2 = ,
g ~ ss S —ol | s A > 5ol 55
/L @ a” = IN — — p -+ A | 7/ A\_) —
& ~ A — \ .A- N < /\ A < ¢H \H
) A f B el A + . N A N £ —
| (] ./..c /ll\J % < lm <2 mMId /.{u < <
kS + ~ 1— —
N\ =D S — c |l Z ~ L < < Y <o QLY
N IA ,T r’ ’\Av'— panS —\< Dw k\Ml /l\ “
< \V4 R
- o S LS = & " _ ) \
~ N—s
AN T _. EN o A— 2 a) fl |
— -~ t é // M L= EEp) _ / > M
] / W) ek
K / o Al < @ w\/ n_ S L.
— O ™ ~ “ ' Tk <l T
o ‘t ) ' >
o —L 0 g << Q . W M« . L=
- ] ‘X \ a
B It ] — N g i
..,
N ' Q — [9) S 2
ITW ~ 0N -« NS N~ V= ~ < Ve
<\ 7 A.zx ~N X T : Z S {=
4 o\ -_r.n ~J /\ |ﬁ.
Y X P N
£ _.m 1 <
. u ﬂ/ IAJ O




TN Sns
IR
c N ==
/.m.U = LS
= \.mu \M/
o] N NN .
) [N < ! T
i 7T Y <
V_« —1/ — N
3% L . e Tl v
i / 0 ~— YV g
= = w . == -
< 3 \ 7
A E S o S [ I~
g 1 19 3
—n aw ﬂ /lmV o ) =
D , MI ) “—{r \ l—’ N /b
< 0 r M ZT\ ~ C/ -
LN m i p]
VIR 3 0 Anw
Y T T
1 =
o & S N el 2
< l 14 )
H I . — <
3 o 3
. 1
3 X 1! T ]
S ._M J_..L
%. ﬂm RAxk N ﬂ
= S _ o
L V) Srla N il o
[ N M
~0 NN
"~
by
o N by 3 y
v \u Ny
[l
Ny




