Puissance d’un point par rapport a un cercle

1 Théoréme de I’angle inscrit

Théoréme. Soient A, B, C' trois points sur un cercle C de centre O. Alors (O—A, 0—1)3) = 2(C—A,
CB) mod 27.

Démo. Cas ou [CA] est un diametre. Comme le triangle OCB est isocéle en O, (C—B, C—O)) = (1%,
BC) = (OC,0B) =7 — (CB,CO) — (BO, BC) =7 — 2(CB, CO) = — 2(CA, CB).

Or, O,C, A sont alignés donc
A
B
q
Q

(OA,0OB) = — (0C, OB) =2(CA, CB).

Cas géneéral. Soit D D'intersection de (OC) avec le cercle de sorte que [CD] est un diamétre.



D’aprés le cas précédent, on a :

(OA,OB) = (OA, OD) + (OD, OB) = 2(CA, CD) + 2(CD, CB) = 2(CA, CB).

2 Puissance d’un point par rapport a un cercle

Définition. Soit C un cercle de centre O et de rayon r. Si P est un point du plan, on appelle
puissance de P par rapport au cercle C le nombre II¢(P) =OP? — 2.

Théoréme. Soit P un point quelconque. Soit C un cercle. Si d est une droite qui passe par P et
qui coupe le cercle en deux points A, B, si d’ est une autre droite qui coupe le cercle en A’, B’,
alors PA.PB=PA’.PB’'=TlI¢(P)

Remarques.

1) Dans le cas ou [AB] est un diameétre, c’est évident car (par exemple si P est a l'intérieur du
cercle C), on a PA.PB=(OP +7)(OP —r)=0P%— 72 .

2) Si d’ est une tangente au cercle issue de P qui intersecte le cercle en C, alors PA.PB = PC?

Démo. Les triangles PAB’ et PBA’ sont semblables.



En effet, soit O le centre du

cercle. On a les égalités d’angles :

(PA,PB’)= (PB, PA/)

(E’, A—IS) = (E’, A_]%) = %(@’, O_é) = (ﬁ’, f@) = (Al_f;, E) (d’apres le théoreme de l’angle
inscrit)

de méme :
_— — —_— — 1, = —_— — —_— —
(B’P,B’A):(B’A’,B’A):E(OA’,OA):(BA’,BA):(BA’,BP)

D’ou I’égalité du rapport de longueurs :

PA’ PA

B =5 & PA’.PB’=PA.PB.
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