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FICHE N°1 :

Exercice 1. Montrer qu’un sous-groupe d’indice 2 dans un groupe est toujours distingué.

Exercice 2. Soit G un groupe.
a) Montrer que si 22 est I’élément neutre pour tout x € G, alors G est abélien.

b) Montrer que I’application x — z~! est un endomorphisme de G si et seulement si G est abélien.

Exercice 3.
a) Donner un groupe non fini mais d’exposant fini.

b) Montrer que x — —x et = — 1 — z sont des éléments d’ordre 2 dans le groupe des bijections de Z dans Z.
Montrer que le groupe engendré par ces deux éléments est le groupe des bijections affines de Z dans Z.

0 1 0 -1
a=( 0 g )en=(1 )

dans SLy(C) et montrer que A et B engendrent SLy(Z).

¢) Déterminer l'ordre des matrices

Exercice 4. Soit d un entier positif divisant ’ordre d’un groupe cyclique G. Combien G a-t-il de sous-groupes
d’ordre d ?

Exercice 5. Soit n un entier strictement positif et K un corps commutatif. On munit K™ de la forme bilinéaire

(+,+) définie par
n n n
(Z Ti€i, Z yie;) = Z TiYi,
i=1 i=1 i=1

ou {e1, - ,e,} est la base canonique de K. Considere 'application définie par
n n
¢:6, x K" — K" (o, Za:iei) — ng—l(i)ei.
i=1 i=1

a) Montrer que ¢ définit une action de &,, sur K.

b) Montrer que la forme bilinéaire (-,-) est invariante par rapport a &,,, c.-a.d.,

(0(z),0(y)) = (,y)  zyeK", o6,

¢) Montrer que la droite vectorielle A engendré par e; + - - - + e, et 'hyperplan IT défini par
{>_;ziei| >, x; = 0} sont préservés par Iaction ¢.

d) Montrer que si n est un multiple de la caractéristique de K, alors K™ n’est pas la somme directe de A et II.

Exercice 6. Soit n un entier tel que n > 1 et D,, le sous-groupe de GLo(R) engendré par

A= (tz) ) w me(y Y.

Le groupe D,, est appelé le groupe diédral d’ordre 2n.
a) Calculer 'ordre de D,,.

b) En déduire que le sous-groupe engendré par A est un sous-groupe distingué.



¢) Décrire les classes de conjugaisons.

d) Montrer que D, est isomorphe au sous-groupe de GL3(C) engendré par :
(01 (¢ 0
e (0 Y (5 0)

e) Déterminer l'ordre du sous-groupe de SL2(C) engendré par :

o 0 1 (¢ 0

olt  := e2m/m,

ou ( 1= e2/m,

Exercice 7. Soit Hg le sous-groupe de GLy(C) engendré par les matrices
0 1 0 1 i 0
R U )

a) Calculer l'ordre de Hs.
b) Exhibez tous ses sous-groupes, ses sous-groupes distingués, son centre, et ses quotients.

¢) En déduire que tous les sous-groupes propres sont distingués et cycliques.

Exercice 8. Soit G un groupe, N un sous-groupe distingué et 7 : G — G/N la projection canonique.

a) Montrer que la correspondance qui associe chaque sous-groupe L < G/N & 7~ 1(L) est une bijection entre les
sous-groupes de G/N et les sous-groupes de G contenant N. En particulier, cette correspondance préserve
les sous-groupes distingués et les indices des sous-groupes.

b) Soit G un p-groupe. Montrer que G posséde des sous-groupes distingués de tous ordres divisant #G en
utilisant le fait que le centre de G n’est pas réduit a I’élément neutre.
Indication: Argumenter par récurrence sur l’ordre de G.

Exercice 9. Soit n un entier tel que n > 3.

a) Le sous-groupe {1,(1,2)} est il distingué dans &,, ? Quel est son normalisateur ?

b) Trouver le commutant de ¢ = (1,2,--- ,n) dans G,,.

Exercice 10. Soit n un entier strictement positif et &,, le groupe des permutations de I := {1,2,--- n}.
Pour ay,---,ar € I, on note (ay,- - ,ax) la permutation (appelée un cycle de longeur k) envoyant a — 1 sur
ag, -+ ,Qp_1 SUT ag, ai sur ay et fixant j € I'\ {a1,--- ,ar}. L'ensemble {a;, - ,ax} est appelé le support du

cycle. Rappelons que

a) deux cycles de supports disjoints commutent et que toute permutation de &,, s’écrit d’une maniére unique
(& Tordre pres) comme le produit de cycles de supports disjoints et que

b) o(ai, - ,ax)o™t = (o(a1), -+ ,0(ax)) pour tout o € &,,.

Alors, voici quelques exercices:

a) Calculer (1,2)(2,3)---(k—1,k).

b) Montrer que les transpositions (i.e., 2-cycles) engendrent &,,. En déduire que &,, est engendré par (1,2), (2,3),---

1,n).

¢) A quelles conditions deux éléments de &,, sont-ils conjugués ? En déduire que le nombre des classes de
conjugaisons est égal au nombre des partitions de n.



Exercice 11. Soit n un entier tel que n > 3.
a) Calculer (1,2,3)(2,3,4). Montrer que 2, est engendré par les 3-cycles.
b) Calculer (1,2)(2,3)(1,2)(2,3). En déduire que [&,,,6,] =A,.

¢) Trouver tous les morphismes de &,, dans C*.
Indication: Montrer que le noyau d’un tel morphisme contient A, .

Exercice 12. Soit G un sous-groupe abélien de &,, agissant transitivement sur {1,--- ,n} pour l'action na-
turelle.

a) Montrer que le stabilisateur G, de x est trivial.
Indication: Considérer le lien entre G, et Gy, pour y = h.x (h € G).

b) En déduire la cardinalité de G.

Exercice 13. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Le groupe G agit sur les classes a gauche de G
modulo H par translation (i.e., g.(¢'H) := (9¢')H Vg,¢' € G). Cela définit un morphisme

p:G— &(G/H).
a) Montrer que le noyau Kerp est le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans H.

b) Soit G un groupe fini, p le plus petit diviseur premier de #G. Montrer que tout sous-groupe d’indice p est
distingué.

¢) Montrer quun sous-groupe de &,, d’indice n est isomorphe a &,,_1. Indication: Considérer la restriction
de p a H, un sous-groupe de S,, d’indice n.

Exercice 14. Formule de Burnside
Soit X un ensemble fini ou agit un groupe G. Montrer que

1 1
— X9 = — Ggzl=N
|G|g§' = a7 2,16

ou XY est ’ensemble des points fixes de g et N le nombre d’orbites de G.

Exercice 15. Soit M ’ensemble des applications de G := Z/6Z dans un ensemble X de trois éléments.

a) Montrer que le groupe G agit sur M par la formule suivante:
(i.f)(Z) = f(z —1) feM, ized.
b) Calculer la cardinalité de M“ := {f € M|g.f = f Vg € G}.

¢) Application: combien de colliers distincts (& rotation pres) peut on faire avec 6 pierres parmi les suivantes
rubis, saphir, émeraude ?

4%, Faire les mémes questions pour le groupe Dg d’ordre 12.
Exercice 16. Soit n un entier strictement positif, O, (R) le groupe des matrices orthogonales n x n & coefficients
dans R, appelé le groupe orthogonal de degré n. Considérons 'action naturelle:
¢: On(R) x R® — R™; (9,7) — gz.
a) Montrer que laction ¢ se restreint a la (n — 1)-sphere S, := {x € R"|||z| = 1}.

b) Montrer que laction ¢ elle-méme n’est pas transitive mais que la restriction ¢|g,_, est.

Exercice 17.



a) Déterminer, & isomorphisme pres, le groupe des isométries du plan qui préserve un triangle équilatéral, un
carré, un polygone régulier de n cotés.

b) Déterminer, & isomorphisme pres, le groupe des rotations de ’espace qui préserve un tétraedre régulier
centré en 0. En déduire le nombre de coloriages possibles avec k couleurs des faces d’un tétraedre régulier
a rotations pres.

Exercice 18. Soit n un entier strictement positif et K un corps commutatif. On note le groupe général linéaire
de degré n du corps K par GL,(K) et ’ensemble des matrices symétriques de degré n du corps K par S, (K).
Considérons I'application suivante:

¢: GLn(K) x Sp(K) — Su(K); (g9, 4) — gA'g.
a) Montrer que ¢ est une action bien-définie.

b) Donner la décomposition de S, (K) en orbites pour le cas K = R et puis K = C.
Indication: Interpréter S, (K) comme l'ensemble des formes bilinéaires symétriques.

Exercice 19. Soit n un entier tel que n > 1 et r un entier strictement positif plus petit que n. Soit K un corps
fini d’ordre ¢. On appelle ’ensemble des sous-espace vectoriels de K™ de dimension r, r-grassmanienne, notée
par G(r,n).

a) Montrer que le groupe GL, (K) agit transitivement sur G(r,n) d’une maniére naturelle.

b) Soit V € G(r,n) le sous-espace engendré par les premiers r vecteurs de la base canonique de K". Calculer
le stabilisateur de V' dans GL,,(K).

¢) En déduire la cardinalité de G(r,n).

Exercice 20. Soit P le demi-plan de Poincaré. On considere 'application définie par

a b az+b
¢:SLy(R) x P — P; ((c d) ,z) — ot d

a) Montrer que ¢ est une action bien-définie.
b) Montrer que cette action est transitive.

c¢) Calculer le stabilisateur de ¢ dans SLs(R).
En déduire une réalisation de P comme quotient de SLs(R).



