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FICHE N°3 :

Exercice 1. Trouver tous les sous-groupes de 25 d’ordre 15,20 ou 30.

Exercice 2.

a

b

Trouver tous les produits semi-directs de Z/3Z par Z/4Z ou Z/27Z x Z/2Z.
Trouver tous les produits semi-directs de Z/4Z ou Z /27 x 7./27Z par Z/37Z.

C

)
)
) Soit d,, le groupe diédral d’ordre 2n. A-t-on D,, ~ Z/27 x Z/nZ.
)

d) Le groupe des quaternions d’ordre 8 peut-il s’écrire comme un produit semidirect ?

Exercice 3.
a) Existe t-il une injection de &3 dans A4 7

b) Existe t-il une surjection de &,, sur &,,_1 ?

Exercice 4. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G, et N un sous-groupe distingué de G. Le but de cet
exercice est de montrer I’isomorphisme suivant:

HN/N = H/HNN.
Soit f la projection canoninique de G dans G/N et H' I'image de H par f.
a) En calculant f~!(H’), montrer que H’ est isomorphe & HN/N.
b) En calculant Ker f|g, montrer que H' est isomorphe & H/H N N.
c¢) Conclure.

Exercice 5. Soit G;, H; (1 <1i < 5) groupes. Supposons que les morphismes f; : G; — H; et le diagramme
commutatif suivant avec les deux suites horisontales exactes sont données:

Gl G2 Gg G4 GS
H,y Hy H; H, Hs

a) Montrer que si fi est surjective et fa, fs sont injectives, alors f3 est injective.
b) Montrer que si f5 est injective et fo, f4 sont surjectives, alors f3 est surjective.

Ce résultat est connu et appelé 5-lemme.

Exercice 6. Soit X un ensemble sur lequel le groupe &5 agit d’'une maniere non-triviale. Montrer que 'action
n’est pas fidele si et seulement si G5 agit par involution.

Exercice 7. Soit n un entier tel que n > 1 et K un corps commutatif. Soit B,T et U les sous-groupes de
GL,(K) des matrices triangulaires supérieures, des matrices diagonales, et des matrices unipotentes supérieures.
Montrer que B est isomorphe au produit semi-direct T x U.

Exercice 8. Ici, on détermine la structure du groupe Aut(Z/2Z x Z/2Z).

a) En considérant I'image d'un élément d’ordre 2 de Z/27Z x Z/27Z par un automorphisme, montrer que
Aut(Z/27 x Z/27) est isomorphe & un sous-groupe de S3.



b) Soit f,g € Aut(Z/2Z x 7/27Z) tels que

fG@3)=(.1), g(i,j)=(+37) ij€Z/2L
Montrer que f et g satisfont f2 = g% =id et (f o g)3 = id.

c¢) Conclure.

Exercice 9. Ici, on va montrer que G = PG Ly(F3) est isomorphe & &3 différemment.
a) En faisant agir G sur P!(F3), montrer-le.
b) On considere 'action de &3 sur F3.

(a) Montrer que cette action stabilise 'hyperplan {(x,y, )|z + y + z = 0}.
(b) Conclure.

[a) ]
¢) Montrer que GLy(F2) est isomorphe & Aut(Z/2Z x Z/27). En déduire que PGLy(F2) = GLo(F2) est
isomorphe a &3.

Exercice 10. Déterminer si les groupes Z/36Z x Z/45Z x Z/60Z et Z /257 x Z/48Z x Z/81Z sont isomorphes.

Exercice 11. Déterminer la condition sur les entiers positifs a, b pour laquelle on a

7.)abZ = T.JaZ x TJVZ.

Exercice 12. Soit m et n deux entiers strictement positifs et H(m,n) ’ensemble des morphismes de Z/mZ
dans Z/nZ. H(m,n) est un groupe abélien pour 'addition des morphismes (¢ + 1)(7) := @(i) + ().

a) Montrer qu'un élément ¢ de H(m,n) est uniquement déterminé par ¢(1).
b) Soit d le PGCD de m et n. Montrer que l'ordre de ¢(1) divise d.

¢) Montrer que les éléments de Z/mZ dont l'ordre divise d sont les classes de multiples de a, ot m = ad et
déduire que (1) définit un générateur de H(m,n).

d) En déduire que H(m,n) = Z/dZ.

Exercice 13. Soit n un entier tel que n > 1 et G = Aut(Z/nZ, +).
a) Montrer que k engendre (Z/nZ,+) si et seulement si k est inversible dans Z/nZ.

b) En déduire que G est isomorphe au groupe multiplicatif (Z/nZ)*.

Exercice 14. Soient n un entier strictement positif et p un nombre premier.
a) Supposons que p est impair.
i) Montrer que pour tout k € N*, il existe a € N* tel que
(a,k) =1 et (1 +p)pk =1+ apttt.
ii) En déduire que (Z/p"Z)* = Z/p"~t(p — 1)Z.
b) Supposons que p = 2.
i) Montrer que pour tout k € N*_ il existe un entier impaire a € N* tel que

52" — 1 4 q2k+2,



ii) En déduire que (Z/2"Z)* = 7./27 x Z./2" 27 pour n > 2.
¢) Donner la structure de (Z/NZ)* pour N > 1.

Exercice 15. Le groupe PSL(2,Z) est-il simple ?

Exercice 16. Soit G le groupe défini par (z,y|z? = y® = €). Le but de cet exercice est de montrer que G est
isomorphe & PSL(2,Z). Admettons le fait que SL(2,Z) est engendré par (1 (1)) et <(1) 1)

a) Calculer <(1) _11> (1 (1)) (é _11> En déduire que SL(2,7Z) est engendré par

()

b) Notons I'image de (? _01> et <(1) _01> ((1) 1) par la projection canonique SL(2,Z) — PSL(2,Z) par

A et B, respectivement.
i) Montrer que A2 = B? = 1,.
ii) En déduire qu’il existe un morphisme surjectif ¢ de G dans PSL(2,7Z).

c) Posons ¢ = xy et n = xy~!. Montrer que tout élément de G peut s’écrire sous la forme
EEMpM . Mt ot g,e’ € {0,1} et my,n; € N.

d) Expliciter £ := p(§) et ' := p(n). En déduire que le module de la somme des composantes de £™ty/™1 . .. /Mry/nr

est au moins 3 sauf si my =ny =--- =m, =n, = 0.

e) Conclure.

Exercice 17. Soit G = (a, blaba = bab) le groupe de tresse de trois cordes. Posons = = ab® et y = ab.

a) Montrer que G est engendré par x et y.

=3

Montrer que 22 = y* € Z(G).

c) Calculer les commutateurs [z,] et [x,%?%]. En déduire que Z(G) est engendré par x? = y3.

)
)
)
)

o,

En déduire que G/Z(G) est isomorphe a PSL(2,7Z).

Exercice 18. Soit G un groupe abélien fini. Soient dy, ..., d, les entiers > 2 tels que :
dq|dz|...|d
et G ~7Z/dZ X ... x L)d, 7 .
a) Exprimer le produit d;...d, a l'aide de G.
b) Montrer que d,Z ={n€Z : g€ G, g* = 1}.

c) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. Soit v un endomorphisme de E. Si P € C[X]| et v € E,
on pose P.v := P(u)(v).

On suppose qu’il existe Py, ..., P. € C[X] des polynémes unitaires non constants tels que :

Pi|..|P,

dans C[X] et
E~C[X]/(P)®...®C[X]/(P)

comme C[X]—modules.



d) Montrer que P, est le polynéme minimal de u et Pj...P. son polynoéme caractéristique. Trouver la liste
P, ..., P. dans le cas ou F est de dimension 3 et ol u a pour matrice

110
01 0
0 01
dans une base.
Exercice 19. Soit G un groupe. On pose GV := Hom(G,C*) (muni de la multiplication & larrivée i.e.

P12 1 g = ¢1(9)d2(9)).
a) Montrer que G est un groupe abélien.
b) Déterminer GV pour G = S,,, A, Z/nZ.

¢) Montrer que si G est abélien fini, alors GV ~ G.



