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Soit Dy le sous-groupe de GLa(R) engendré par les matrices :

01 0 -1
, B
10 1 0

Montrer que Dy = {r,s ¢ r? =52 = (sr)% = 1).

Montrer que tous les sous-groupes d’ordre 8 de &4 sont isomorphes & Dy
(indication : on pourre considérer (1234) el (24) ).

Combien y a-t-il de 2—Sylow dans G4 ? Combien y a-t-il de 3—Sylow dans
Gy? oA

Soit P un sous-groupe de &4 d’ordre 8. On pose N(P) := {ge G : gPg™* =
FP}. Monirer que N{P) = P.

On rappelle que 94 est le seul sous-groupe d'indice 2 de &, ; INUTILE DE
LE REDEMONTRER. En déduire que &, est engendréd par (1234) et (132).
Soit Gy = (a,b : a® = b* = (ab)? = 1). En utilisant la question précédente,
montrer qu'il existe un morphisme surjectif G, — G,.

Mentrer que dans Gy, bab = o~ puis que {ab®)! = (b%ab®)? = 1.

{On note H, le sous-groupe de G engendré par o et bab®. Montrer qu'il
existe un morphisme surjectit Dy — Hy.

Montrer que Gy /Hy = Hy v bHy u B2H.

En déduire que |(] < 24 et que G = B4.

Soit Hg le sous-groupe de SLa(C) formé par les matrices :

+1, £, &4, +K

10 0 -1 i 0 0 o
ol 1:= , = , = =

01 1 0 0 — i )
ON NE DEMANDE PAS DE VERIFIER QUE Hg EST UN GROUPE.
Montrer que Hg est isomorphe au groupe

Go,y @ a” =y = ()™ .

Déterminer F Pensemble des 6 éléments d’ordre 4 de Hg. Le groupe Aut(Hz)
agit sur F par :

¥ ¢ e Aut(Hg), Ve € E, d.w 1= () .
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Si ¢ € Aut(lHg), montrer que $(—1) = —1.
Montrer que le stabilisateur de T est d’ordre < 4. En déduire que |Aut(Hg)i <
24,

Fn utilisant la présentation de Hg de la question 11} ci-dessus, justifier
'existence de deux éléments ¢1, ¢z € Aut{lg) tels que :

il —=T 0l ¢a:f— -0 J— K.

Montrer que dans Aut({lHg), #; est d’ordre 4, ¢o d'ordre 3 et ¢1¢o d'ordre
2. En déduire qu’il existe un morphisme ¢ : &4 — Aut(Hg) dont 'image
contient ¢y, @a.

Montrer que I'ordre de im ¢ est divisible par 12. Montrer que G4 n'a pas de
soug-groupe distingué d'ordre 2 et en déduire que % est un isomorphisme.

Soient o ;= {123), 7 == (12) € Ga. On admet qu'il existe un morphisme de
groupes ® : 63 — Aut(Hg), tel que :

Do) [ F K O1): [ K, K—1T.
On considére le produit semidirect :
G.= ]Hg M 63 .

quel est l'ordre de G'7

Dans G calculer :
(If"-)4! ('7:0')3! ((I, T)('LU))Q -

Fn déduire l'ordre de (I,7) dans G et qu'il existe un morphisme surjectif :
G — &, (indication : montrer que G/{(I,7)*) = &4).



