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I

Exercice 1 a) Donner un groupe non fini mais d’exposant fini.

b) Montrer que x — —x et x — 1 — x sont des éléments d’ordre 2 dans le
groupe des bijections de 7 dans Z.. Montrer que le groupe engendré par ces
deux éléments est le groupe des bijections affines de Z dans Z.

¢) Déterminer l'ordre des matrices

0 1 0 -1
A= et B :=
-1 0 1 1

dans SLa(C) et montrer que A et B engendrent SLa(7Z).

Exercice 2 Soient n un entier tel que n > 1 et D,, le sous-groupe de GLa(R)
engendré par

cos(2x)  —gin(2Z 1 0
A= ) in(55) et B =
sin(2Z)  cos(2X) 0 -1

Le groupe D,, est appelé groupe diédral d’ordre 2n.

a) Calculer lordre de D,,.

b) En déduire que le sous-groupe engendré par A est un sous-groupe distingué.
¢) Décrire les classes de conjugaisons.

d) Montrer que D,, est isomorphe au sous-groupe de GLa(C) engendré par :

0 1 ¢ 0
A= et B :=
1 0 0 ¢!

o ¢ := e/,

e) Déterminer lordre du sous-groupe de SLa(C) engendré par :

0 1 ¢ 0
A= et B :=
-1 0 0 ¢!

ot ¢ = e/,
Exercice 3 Soit Hg le sous-groupe de GLo(C) engendré par les matrices

0 1 0 4 it 0
, J = et K :=
-1 0 t 0 0 —i

I:=

a) Calculer lordre de Hg.

b) Donner tous ses sous-groupes, ses sous-groupes distingués, son centre, et ses
quotients.

¢) En déduire que tous les sous-groupes propres sont distingués et cycliques.



Exercice 4 Soit n un entier strictement positif et &,, le groupe des permuta-

tions de I :=={1,2,---,n}. Pour ay,---,ax € I, on note (a1, -, a) la permu-
tation (appelée un cycle de longeur k) envoyant a — 1 sur ag, -+, ap—1 Sur ay,
ar sur ay et fizant j € I\ {a1,---,ar}. L’ensemble {a1,---,ar} est appelé le

support du cycle. Rappelons que

a) deuz cycles de supports disjoints commutent et que toute permutation de &,
s’écrit d’une maniére unique (& l'ordre prés) comme le produit de cycles de
supports disjoints et que

b) olay, --,ax)o ! = (o(ay), -+, 0(ar)) pour tout o € &,,.

Alors, voici quelques exercices :

a) Calculer (1,2)(2,3)---(k—1,k).

b) Montrer que les transpositions (i.e., 2-cycles) engendrent &,. En déduire
que &, est engendré par (1,2),(2,3),---,(n—1,n).

¢) A quelles conditions deux éléments de &,, sont-ils conjugués ? En déduire

que le nombre des classes de conjugaisons est égal au nombre des partitions
de n.

Exercice 5 Soit n un entier tel que n > 3.
a) Calculer (1,2,3)(2,3,4). Montrer que 2, est engendré par les 3-cycles.
b) Calculer (1,2)(2,3)(1,2)(2,3). En déduire que [S,, S, = 2A,.

¢) Trouver tous les morphismes de &,, dans C*.
Indication : Montrer que le noyau d’un tel morphisme contient 2,,.

d) Déterminer [y, Ay].

e) Déterminer les classes de conjugaison de Us et en déduire que 2As est simple.
Montrer que [Us,As] = As.

Exercice 6 Formule de Burnside
Soit X un ensemble fini ou agit un groupe G. Montrer que

1 1
@Z\Xﬂ:@ZIGxI:N
geG

zeX

ot X9 est l’ensemble des points fixes de g et N le nombre d’orbites de G.

Exercice 7 [Nombre de coloriages d’un solide platonicien o isométrie prés|
Soit X un solide platonicien. On veut colorier ses faces avec n couleurs
fizées (les couleurs ne sont pas forcément toutes représentées et elles peuvent
étre représentées plusieurs fois). On dit que deux solides du méme type ont
méme modele de coloriage si on peut passer de l'un a l'autre par une rotation
de l’espace. On veut compter le nombre de modéles différents de coloriage que
l’on peut créer.
1. A titre d’exemple, montrer a la main que l’on peut colorier un tétraédre
avec deux couleurs de cing modéles différents.
2. Soit Y l’ensemble de couleurs de cardinal n.
(a) Soit ® l’ensemble des faces de X. Montrer que colorier X avec les
couleurs de Y revient a se donner une fonction de ® dans Y. On

identifie alors l’ensemble des coloriages avec l’ensemble F(P,Y) des
fonctions de ® dans Y .
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(b) Observer que deux coloriages f et f' de F(®,Y) ont méme modéle si
et seulement si il existe g de IS+(X) tel que g.f = f', ou laction de
IsT(X) sur F(®,Y) est celle de la remarquei.

(c) En déduire que le nombre de modeéles cherché est égal o |F(P,Y)/
IsT(X)].

3. En utilisant la formule de Burnside, et l’exercice [§, montrer que

1
\3’(<I>,Y)/Is+(x)|:m S alelo)]
g€lst(X)

4. Retrouver les cing modéles de coloriage du tétraédre a deux couleurs fixées.

Le calcul donne %(24 +8.22 +3.2%), ot dans la somme, on retrouve I’élé-
ment neutre, les huit 3-cycles et les trois produits de 2-cycle de Kj.

5. Combien de modéles pour le coloriage d’un cube avec trois couleurs ?
Le calcul donne 57 (3% +8.32 +6.3% + 3.3+ 6.3%) = 57, ot dans la somme,
on retrouve 1’élément neutre, les huit 3-cycle, les six transpositions, les
trois produits de deux cycle et enfin les six quatre-cycle de &,.

Remarque : Soit a : G x X — X une action (& gauche) d’un groupe G sur un
ensemble X. Pour tout ensemble Y, on hérite d’une action sur I’ensemble des
applications de X dans Y ainsi : pour g élément du groupe, f application de X
dans Y, on définit g - f par :

VeeX, g-f(z)=f(g"" ).

La présence de 'inverse est nécessaire pour avoir une action & gauche et non
& droite.

Exercice 8 On suppose que le groupe G agit sur l’ensemble X et donc sur
lensemble des fonctions F(X,Y) comme ci-dessus. On note

FX Y)Y = {f, feF(X,Y), g.f = f.Vg € G},

U’ensemble des fonctions G-invariantes de X dans 'Y .

1. Montrer que si f vérifie g.f = f pour un g de G, alors h.f = f pour tout
h dans le sous-groupe (g) engendré par g.

2. En déduire que si f vérifie g.f = f, alors elle définit par passage au
quotient une fonction f de X/{g) vers Y telle que f(T) = f(x), ou T
désigne orbite de x. En déduire que l’ensemble des fonctions de X wvers
Y invariantes par g est en bijection avec F(X/{g),Y).

On considérera ’application qui envoie f sur f.

Cet exercice trouvera une application haute en couleur au moment de
I’étude des solides platoniciens, voir ’exercice

Exercice 9 Soit k un corps.

a) Montrer que les matrices T; ;(X) := I, + AE; ; € GL,(k), 1 <i # j <mn,
A € k engendrent SL, (k). En déduire que pour tout mombre premier p,
SLo(Z) — SLo(Z/pZ) est surjectif.



b) Montrer que (GL,(k),GL,(k)) = SL, (k) = (SLy(k),SL,(k)) (indication :
caleuler T; 1,(¢) T, j (¢)Ti i (—¢) Tk j(—1) ).

Exercice 10 a) Ezprimer ., X? et Y., X} en fonction des polynémes symé-
triques élémentaires.

b) Soit P = X3+ pX + q un polynéme. On suppose que P = (X — 21)(X —
22)(X — x3). Exprimer D := (21 — x2)?(xo — x3)? (21 — 23)? en fonction de
p,q (indication : montrer que D est de la forme A\p> + uq® puis considérer
les polynomes X3 — X et X3 —1).

¢) On pose :

A= J] xi-x;).

1<i,j<n
Soit P € Z[ X1, ..., Xn] un polynéme antisymétrique i.e. :

Voe&,, P?=¢)P .

Montrer que pour l’ordre lexicographique X1 > ... > X,,, le mondéme domi-
nant de P est de la forme X avec Ay > ... > \,. En déduire que A divise
P dans Z[ X, ..., X,).

Montrer que

QR[X, ...,Xn]gl" =QIs1,.., $n] + AQ[s1, ..., Sp,

ot les s; sont les polynomes symétriques élémentaires.



