M1 — ALGEBRE 1

V GROUPES DEFINIS PAR GENERATEURS ET RELATIONS

Exercice 1 Soit G le groupe défini par (x,y : 2% = y3 = 1). L objectif est de
montrer que G est isomorphe & PSL(2,7).

1 0 1 1
a) Montrer que le groupe SL(2,7Z) est engendré par et
1 1 0 1
1 -1 10 1 -1 _
b) Calculer . En déduire que SL(2,7) est
0 1 1 1 0 1
engendré par
0 -1 1 1
et
1 0 0 1
1 1
¢) Notons l'image de par la projection
0 1
canonique SL(2,7Z) — PSL ,Z) par A et B respectivement.
i) Montrer que A2 = B3 = 1,.

it) En déduire qu’il existe un morphisme surjectif ¢ de G dans PSL(2,7).

1

d) Posons & = xy et n = xy~'. Montrer que tout élément de G peut s’écrire

sous la forme
Mt L M€ ogg €, €’ € {0, 1} et my,n; € N.
e) Eaxpliciter & = o(&) et ' := o(n). En déduire que le module de la somme
des composantes de ™1™ ... EMrpMr est qu moins 3 sauf si my = ny =
-=my =n, =0.

f) Conclure.

Exercice 2 Soit G = {a,b : aba = bab) le groupe de tresse de trois cordes.
Posons x = ab® et y = ab.

a) Montrer que G est engendré par x et y.

b) Montrer que x> = y3 € Z(G).

¢) Calculer les commutateurs [z,y] et [z,y?]. En déduire que Z(G) est engen-
dré par x? = y3.

d) En déduire que G/Z(G) est isomorphe ¢ PSL(2,7).

Exercice 3 a) Montrer que Z/nZ ~{a : a™ = 1).

b) Montrer que D,, le groupe diédral d’ordre 2n est isomorphe a :
la,b : a®> =b* = (ab)"2=1) .

c) Montrer que Dy, ~{a,b : a®> = b?> = 1) ou D, est le groupe des bijections
affines 7 — Z,x — Ax + (.

Exercice 4 Montrer que (Q,+) =~ {(zp,n =1 : x, = 2k, kn > 1) (in-

dication : montrer que tout élément mon trivial du membre de droite s’écrit

sous la forme xp , p,q = 1 et justifier Uexistence d’un morphisme de groupes

Tp > 1/n).



Exercice 5 Donner une présentation de Z @ 7Z avec 2 générateurs.

Exercice 6 a) Montrer : &4 ~{a,b : a®> = b> = (ab)* = 1).
b) Montrer : Ay ~<{a,b : a®> =b> = (ab)3 = 1).
¢) Montrer : As ~ {a,b,c : a®> = b = ® = abc = 1) (montrer que le sous-

groupe engendré par ¢ est d’indice < 12).

Exercice 7 Soit Qg le groupe des quaternions d’ordre 8. Montrer que Qg =~
{a,b : a* = 1,b7 ab = a™!,a? = b?). Exprimer le groupe {a,b : a* = 1,b" ab =
a=!,b* = 1) comme un produit semidirect et déterminer son ordre.

Exercice 8 Montrer que SLy(%Z) ~ {a,b : a* = 1,a*> = b3) ( indication :
remarquer que a® est dans le centre).
Exercice 9 Soit G = {x,y) le groupe libre engendré par deuzx éléments.

a) Montrer que x2,y® engendrent un groupe isomorphe a G.

b) Montrer que x*,y% xy engendrent un groupe isomorphe au groupe libre a 3
générateurs.

Exercice 10 Montrer que {a,b : a” = b> = bab~'a=2 = 1) est le seul groupe
non abélien d’ordre 21 (& isomorphisme pres).

Exercice 11 [*| Montrer que le groupe {a,b,c : a=*ba = b*,b= chb = c?, ¢ tac =
a?) est trivial.

%. FEzercice difficile



