M1 — ALGEBRE 1

VI

Exercice 1 Soit G un groupe. Soit T une partie de G. On note N le plus

petit sous-groupe distingué de G contenant T'. Montrer que N = {S) ou S =

UgecgTg™";

Exercice 2 Soit G, le groupe
(81yeey8n 2 Vi, 87 =1, Vi, (si8i41)° = L, Vi =i +2, (sis;)> = 1) .
a) On pose H := (sg,...,Sny < Gyn. Montrer que
G/H=H usiHuUsss1Hu...Usp...s1H .
b) Montrer par récurrence sur n que G, ~ Spy1.
Exercice 3 Montrer que
G, x{w, 1<i<n—1:VYijk# 27 =(v,2;) = (wmjz21)* = 1)
(indication : considérer les transpositions (17)).
Exercice 4 Montrer que :
Ay, >y, 1 <i<n—2:27 = 1,Vi > 2,27 = 1,Vi, (v;2401)% = 1,¥j > i+1, (z;25)% = 1).
Exercice 5 Montrer que Hg ~{z,y : zyxr =y, 22 = y*).
Exercice 6 a) Montrer que PSLy(IFg) contient un sous-groupe H isomorphe

a As (indication : utiliser la présentation A5 = {w,y : 2? = y> = (xy)° = 1)
et considérer les matrices :

0 1 1 +-1
-1 0 0 1

ot it =—1).
b) En déduire, en considérant l’action de PSLo(IFg) sur PSLy(IFg)/H que :
PSLQ(IFQ) =~ 916 .

Exercice 7 Montrer que les groupes simples Ag et PSL3(IF4) ont méme cardinal
mais ne sont pas isomorphes (indication : en utilisant la forme réduite de Jordan
des matrices, montrer que dans PSL3(IFy) les éléments dordre 2 sont conjugués).

Exercice 8 Soit G le groupe de présentation :
{rys,t - 12 =g =13 =rst) .

a) Montrer que rst est dans le centre de G et que G/{rsty ~ 2.
b) Montrer que G est d’ordre 24.

¢) Montrer que G ne contient pas de sous-groupe d’ordre 12.



