
M1 – Algèbre 1

VII

Exercice 1 a) Quel est le dernier chiffre de 73
9

?
b) Trouver les trois derniers chiffres de 777401.

Exercice 2 Trouver tous les entiers n tels que 8n � 1 mod 13.

Exercice 3 Soit A un anneau commutatif.
a) Soit x P A un élément inversible et y P A un élément nilpotent. Montrer que

x� y est inversible.
b) Soit x et y deux éléments nilpotents de A. Montrer que x� y est nilpotent.

Exercice 4 Soit A un anneau intègre et d P AzA� un élément non nul.
a) Montrer que tout idéal de A

�
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�
s’écrit sous la forme IA

�
1
d

�
, où I est un

idéal de A.
b) En déduire que, si A est principal, A

�
1
d

�
l’est aussi.

c) Montrer que CrX,X�1s puis que Crcos t, sin ts sont des anneaux principaux.
d) Montrer que l’anneau Rrcos t, sin ts n’est pas principal.

Exercice 5 Soit D l’anneau des décimaux.
a) Quels sont les irréductibles ?
b) Calculer le PGCD de 0, 77 et 910.

Exercice 6 Posons A :� Zr?2s. On définit l’application N : AÑ Z par Npa�
b
?
2q � a2 � 2b2.

a) Montrer que, pour tous x, y P A, on a Npxyq � NpxqNpyq.
b) Montrer que l’anneau A est euclidien.
c) Montrer que A� est infini (indication : x P A� ñ @ n, xn P A�).
d) Trouver tous les diviseurs de 14 mod. A�.

Exercice 7 Soit A :� Zr?�5s.
a) Déterminer A�. Ensuite, trouver tous les diviseurs de 12.
b) Posons I :� p2, 1�?�5q � A. Calculer I2.
c) Posons J :� p4, 1�?�5q � A. Calculer I � J et IJ .

Exercice 8 Soit A :� Zris, l’anneau des entiers de Gauss.
a) Montrer que A{p7q � F7rXs{pX2 � 1q.
b) En déduire que 7 est irréductible dans A.
c) Soit p un nombre premier impair. Montrer que Zris{ppq � Fp �Fp ou Fp2 .

Montrer que ce n’est pas vrai si p � 2.

Exercice 9 Soit K un corps commutatif et A � KrrXss l’anneau des séries
formelles d’une variable. Notons la valuation standard de A par ν.
a) Quel sont les inversibles de A ?
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b) Soit P,Q P KrrXss tels que νpP q ¤ νpQq. Montrer que P divise Q.
c) En déduire que A est principal. L’anneau A est-il euclidien ?
d) Montrer qu’il existe un et un seul idéal maximal. On le note par m.
e) Montrer que pour tout idéal a de A, il existe n P N� tel que a � mn.
f) Notons KppXqq le corps des fractions de KrrXss.

(a) Montrer que KppXqq � t°kPZ akX
k : D i t.q. ak � 0 p@ k   iqu.

(b) En déduire que, pour tout f P KppXqqzt0u, f P KrrXss ou f�1 P
KrrXss.

Exercice 10 Soit X un espace topologique et C pXq l’anneau des fonctions
continues de X dans C.
(Il est connu que, lorsque X est compact, C pXq est une C�-algèbre commutative
avec unité.)
Montrer que, pour tout P P X, mP :� tf P C pXq|fpP q � 0u est un idéal
maximal de C pXq.

Exercice 11 On sait que l’anneau A � Z
�
1�
?
�19
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�
n’est pas euclidien. L’ob-

jectif est de montrer que A est principal.
1. Montrer que si a et b sont non nuls dans A, alors on peut trouver q, r P A

tels que a � bq � r, ou 2a � bq � r, avec Nprq   Npbq.
2. a) Montrer que A � ZrXs{pX2 �X � 5q.

b) En déduire que A{p2q � Z{2ZrXs{pX2 �X � 1q.
c) Montrer que p2q est un idéal maximal de A.

3. Soit I un idéal de A et b un élément non nul de I de norme minimale.
Soit a P I. On suppose que a � bq � r. Montrer que a P pbq.

4. On suppose ici que 2a � qb� r.
a) Montrer que 2a � qb.
b) On suppose que 2 divise q. Montrer que a P pbq.
c) On suppose maintenant que 2 ne divise pas q.

a) Montrer que 2 divise b. On pose b1 :� 1
2b.

b) Montrer que 2 et q engendrent A comme idéal. En déduire que
b1 P I.

c) Conclure.

Exercice 12 Montrer que Zr?�2s,Z
�
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�
et Z
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�
sont des anneaux

euclidiens.


