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DEVOIR A LA MAISON (FACULTATIF)

Soit G' un groupe simple d’ordre 168.
168 = 23.3.7.

n7 = 1 mod 7 et n7|23.3. Donc ny = 1 ou 8. Comme G est simple, ny # 1 et
ny = 8.

[G : H] = n7 donc |H| = 21. Soit @ un 3—Sylow de H. Comme P < H,
H = PQ.

Si H < K < G, alors P n’est pas distingué dans K (sinon K = H) donc
n7(K) = 8. Donc 8||K|. Donc 21.8 = 168||K| absurde !.

Soit .S un groupe d’ordre 21. Forcément dans un groupe d’ordre 21 = 3.7,
il y a un seul 7—Sylow donc S = Z/TZ x4 Z/3Z. Si ¢1,¢2 : Z/3Z —
(Z/7TZ)* non triviaux, alors comme il y a un seul sous-groupe d’ordre 3
dans (Z/7Z)* ~ 7/67, ¢1 = o0 pour un vy € Aut(Z/37%) ; donc Z/T7 X 4,
L)37 ~ 7LJTL ¥, Z/3Z. Si H était abélien, alors Q< H donc H € Ng(Q) <
G donc H = N¢(Q) par maximalité et ng = [G : Ng(Q)] = 8 : absurde!
car n3 = 1 mod 3.

H = PQ. Comme P< H,si Q< H, alors H ~ P x @ est abélien absurde.
Donc @ n’est pas le seul 3—Sylow de H. Donc ng(H) = 7. Soient @1, Q-
2 3—Sylow de H. Soit H' := {Q1,Q2). Alors n3(H') = 7 donc 7||H’'| donc
|[H'| =21 et H = H. On a ng = 1 mod 3 et n3|56. Donc n3 = 1,4,7 ou 28.
Comme ng > 7 (sinon tous les 3—Sylow sont dans H. Mais alors, si z ¢ H,
2Qx~! = pHp~! pourunp € Pdonc p~lz e Ny(Q) =Qdoncx e PQ =H
absurde!), ng = 28.

Le groupe K a [G: Ng(K)] =[G : K] = n3 = 28 conjugués. comme |K| =
6, K ~ &3 ou Z/6Z. Si K est cyclique, alors les conjugués de K aussi. Or
K contiendrait exactement ¢(6) = 2 éléments d’ordre 6. Un élément d’ordre
6 ne peut pas étre dans 2 conjugfués distincts. On aurait donc 2.28 = 56
éléments d’odre 6, 2.28 = 56 éléments d’ordre 3, 8.6 = 48 éléments d’ordre
7, cela ait 56 + 56 + 48 = 160 éléments. On aurait donc alors un seul groupe
d’ordre 8, absurde car ny > 1.

Comme tPt~! est d’ordre 7, tPt~' n H = loutPt~'. SitPt~™ ' nH = tPt™ 1,
alors tPt~! < H. Or, P est le seul 7—Sylow de H donc on aurait ¢t €
Ng(P) = PQ = H absurde! car t d’ordre 2 et H d’ordre 21. Donc tP~! n
H=1Sihtp=t alorstpt ' =h e HntPt '=1=h=1,p=1.0na
alors |[H U HtP| = |H|+|H x P| = 21 +21.7 = 168 = |G| = G = H u HtP.

tPt~1 n H = 1 comme montré ci-dessus.

tP*t = tP*t n (G\ H) = tP*t n PQtP. Or PQtP = PtP u PstP u Ps’tP.
On a:
s71Ps'tPs = Ps~'sttsP

comme K ~ &3, on a st =ts~ ! et ts = s~ ¢ donc :

s A;s = Ps'%tP = Ps"T 1P = Ajyq .

Donc |A4p| = |A1| = |Az|. De plus, H x P agit librement sur HtP donc les
A; sont deux a deux disjoints. Donc |4;| = |P*|/3 = 2.
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Comme 1 ¢ PtP, 1 = tt ¢ tPtPt. Donc tAgt = P n tPtPt est de cardinal
2 et c’est stable par passage & l'inverse. La question précédente entraine
directement :

Ay = {tuttt}, Ay = {s TtuFts}, Ay = {stuTlts™1} .

Comme P est d’ordre 7 et 1 # u € P, P = {u) donc P*
1

= {ut! ut? oty
On a s~tus = u® pour un i € (Z/7Z)*. Donc u = s~ 3us® = u’ = i3 =
1mod7=1i7=1,20u4. Ori# 1 car s et u ne commutent pas. On suppose
slus = u?. (C’est possible quitte a échanger s et s™1).

On a tut € PtP. Donc tut = u'tu’ pour certains i, j € Z/7%. Mais alors :

stuts ' = ts lust = tut = sultuI s = suls lsts lsulsT! = utsPtut

1 8.—1

=U= Su°s 1 4

(e effet, su?s~ = sus™ = u".

De méme, on a :

tult = uQistuzj, tu=lt = u_jtu_i, tu2t = u_4j52tu_4i, tu= = uHstu~%.

On a aussi : tu?t = tuttut = u'tu’*tiul. Donc : u¥s?tu® = vitu*tiul. D’owr :
us?tudl = tu' it .

Or,i+j=0,1£1,+2 oux4 mod 7.

D’aprés les formules ci-dessus qui donne tu*t sous la forme pgtp’ (pour
un unique triplet (p,q,p’) € P x Q x P, on a forcément i + j = +2 et
i+ j=2= 3i=4iet 35 =4j impossible! Donc i +j = —2 et 3i = —4j,
3j=—4idou:i=j5=-1.

On a donc bien :

(1) tut = v Mtu Y, Pt = u st tu T, tutt = P stu 2,

tu~ 't = utu, tu%t = u452tu4, tu— 4t = ulstu? .

Soient g,¢’ € G.

Sig,g € H, gg' se calcule dans H.

Sige H, g = htp, he H, pe P, gg' = (gh)tp et gh se calcule dans H.
Sig=htpe HtP,he H,pe P, et g € H, alors : g¢' = htpg'. Or pg' € QP
donc pg’ = gp’ pour un certain g € @ et un certain p’ € P (déterminés par
la loi de groupe de H. Donc gg¢’' = htgp’. Or K ~ &3 donc tq = ¢~ 't et
99" = hg 'tp".

Sig=htpet g =h'tp’ avec h,h' € H, p,p’ € P, alors gg' = hiph'tp’. On
a ph’ = qp” pour un ¢ € @, un p” € P (déterminés par le produit dans H).
Donc g¢' = hq~'tp’tp’. Si p” = 1, g¢’ = hq™'p’ sinon, p” € {ut!, ut? ut?}
et la décomposition de tp”t € HtP est déterminée par les relations .

On a en fait montré que tous les groupes d’ordre 168 dont aucun Sylow n’est
distingué sont isomorphes.

Sin e N et K est un corps tels que (n,|K|) # (2,2),(2,3), alors le groupe
PSL,(K) est simple (c¢f. Lang, Algebra, th. 8.4 et 9.3). Or PSL3(IF3) =
GL3(FF2).
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Si 60 < n < 168, alors voici les décompositions possibles de n en produits
de nombres premiers :

— n = pqr pour des nombres premiers distincts,

— n = pq, p,q premiers distincts,

— n = p%, p premier, a = 1,

— n = p2q, p,q premiers distincts,

— n = p?qr, p,q,r premiers distincts : dans ce cas, n = 90 ou 150,

— n = p3¢qr, p,q,r premiers distincts : dans ce cas, n = 120,

— n = p2¢?, p, q premiers distincts : dans ce cas : 100,

— n = p®¢®, p,q premiers distincts, & > 3, § > 2 : dans ce cas : n =
72,108,144,

— n = p%q, p,q premiers distincts et a > 3. Dans ce cas, p # 1 mod q.
Dans tous les cas, G d’ordre n n’est pas simple. Par exemple si n = 120 =
23.3.5. Le nombre de 5—Sylow est ns = 1 ou 6. Si n5 = 6, on a un morphisme
G — Sg injectif si G est simple. Mais alors G ~ &5 (comme tout sous-groupe
d’indice 6 dans Sg). Et &5 n’est pas simple.

Remarque : tout groupe d’ordre p®q®, p,q premiers distincts, est résoluble
(théoréme de Burnside)



