M1 — algébre 2013-2014

IT — GROUPES DEFINIS PAR GENERATEURS ET RELATIONS
(suite)

Exercice 1  Soit G un groupe. Soit T une partie de G. On note N le plus

petit sous-groupe distingué de G contenant T'. Montrer que N = {(S) ou S =

UgEGng_l 5

Exercice 2 Soit G,, le groupe
(81yeey8n 2 Vi, 87 =1, Vi, (si8i41)° = L,V =i +2, (si5;) = 1) .
a) On pose H :={sq,...,Spy < G,,. Montrer que
G,/H=HusiHusysitHu...usp...s1H .
b) Montrer par récurrence sur n que G,, ~ S,,41.
Exercice 3 Montrer que
G, (w1 <i<n—1:Vijk#, xf = (wixj)?’ = (xixjxixk)2 =1)

(indication : considérer les transpositions (1i) et si H :={x1, ..., Tn_2), vérifier
que {T1, .y oy =H Uz, 1HUx12p 1HU...UZp 20, 1H).

Exercice 4 Montrer que :

A, = (o, 1 <i<n=2:2% =1,Vi > 2,27 = 1,Vi, (z;2i11)° = L,Vj > i+, (w2;)* = 1)

(indication : si G :={x;, 1 <i<n—2), st H={x;, 1 <i<n—3), montrer
que G=H Ux, sHU..Uz1..05 oH U2309...0, oH).

Exercice 5

a) Montrer que PSLy(IFg) contient un sous-groupe H isomorphe & A5 (indi-
cation : utiliser la présentation As = (w,y : 2% = y> = (zy)® = 1) et
considérer les matrices :

0 1 1 -1
-1 0 0 1

ou 2 =—1).

b) En déduire, en considérant 'action de PSLy(Fyg) sur PSLa(IFy)/H que :
PSLQ(]FQ) =~ Qlﬁ .

Exercice 6 Montrer que les groupes simples 2s et PSL3(IFy4) ont méme car-
dinal mais ne sont pas isomorphes (indication : en utilisant la forme réduite de
Jordan des matrices, montrer que dans PSL3(IF4) les éléments d’ordre 2 sont
CONJUGUes).

Exercice 7 Soit G le groupe de présentation :

{rys,t : 2 =5 =13 =rst) .
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Montrer que rst est dans le centre de G et que G/{rst) ~ 2.

Montrer que G est d’ordre 24 (indication : poser x = st, y = s’ts~1, vérifier
que 2% = y? = (wy)? et montrer que (rst)? = 1).

Montrer que G ne contient pas de sous-groupe d’ordre 12.

Exercice 8 Aut(Qs)

On rappelle que Qg est engendré par 4, j avec les relations i? = j2 = (ij)2.
Si p € Aut(Qs), vérifier que p(—1) = —1. En déduire que Aut(Qs) est
d’ordre au plus 24.

Justifier existence de s,t € Aut(Qg) tels que s 14— —j, j i, t:i—> —j,
j =i

Quel est 'ordre de s? de t7 de st? En déduire qu’il existe un morphisme
de groupes 64 — Aut(Qs) dont l'image contient s, t.

Montrer que I'image du morphisme ci-dessus est un multiple de 12 et en
déduire que 64 ~ Aut(Qs).



