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III — Produits semidirects

Exercice 1

a) Montrer que tout sous-groupe de pZ,�q est de la forme nZ avec un entier
strictement positif. En déduire l’identité de Bézout.

b) Montrer que pQ�,�q n’est pas de type fini.
c) On considère le groupe G � pR,�q

i) Montrer que les sous-groupes de G sont soit monogènes soit dense.
ii) Donner un exemple d’un sous-groupe de G dense et de type fini.
iii) Tous les sous-groupes de G sont-ils de type fini ?

d) Montrer que AutppZ,�qq � Z{2Z.
e) Montrer que AutppQ,�qq � pQ�,�q.

Exercice 2

a) Montrer que AutpZ{4Zq � Z{2Z. Déterminer (à isomorphisme près tous les
produits semidirects de Z{4Z avec Z{3Z.

b) Montrer que AutpZ{8Zq � Z{2Z � Z{2Z, AutpZ{2Z � Z{2Zq � S3 (indi-
cation : choisir une bonne action sur l’ensemble des éléments d’ordre 2 de
Z{2Z � Z{2Z), AutpS3q � S3. Déterminer tous les produits semidirects
de Z{2Z� Z{2Z avec Z{3Z (vérifier qu’il y a Z{2Z� Z{2Z� Z{3Z, D6 le
groupe diédral d’ordre 12 et A4).

Exercice 3
a) Montrer que AutpZ{pnZq � Z{pn�1Z � Z{pp � 1qZ, si p premier impair,

Z{2Z�Z{2n�2Z si p � 2. En déduire les n tels que AutpZ{nZq est cyclique.
b) Montrer que AutppZ{pZqnq � GLnpFpq pour tout p premier.

Exercice 4 a) Montrer que S4 � A4 � Z{2Z.

b) Montrer que PSL2pF3q � A4 (indication : considérer les matrices

�
� 0 1

�1 1

�
�

et

�
� 0 1

�1 0

�
� et utiliser la présentation A4 � xa, b : a2 � b3 � pabq3 � 1y.

c) Montrer que la suite :

1Ñ Z{2ZÑ SL2pF3q Ñ PSL2pF3q Ñ 1

n’est pas scindé (indication : considérer les éléments d’ordre 2).

Exercice 5 Soit n ¥ 1. Soient B1 :�

# �
� x y

0 1

�
 : x P pZ{nZq�, y P

Z{nZ

+
, B2 :�

# �
� x y

0 x�1

�
 : x P pZ{nZq�, y P Z{nZ

+
.

Montrer que Bi � Z{nZ�ϕi
pZ{nZq� et déterner ϕi. Montrer que B1 �� B2

si n ¥ 3 (considérer les centres).
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Exercice 6

a) Montrer que tout groupe fini est un sous-groupe d’un certain An.
b) Existe-t-il un morphisme injectif S3 Ñ A4 ?
c) En faisant agir S4 sur ses doubles transpositions, montrer qu’il existe un

morphisme surjectif φ : S4 Ñ S3. Déterminer son noyau. Existe-t-il une
section de φ i.e. un morphisme ψ : S3 Ñ S4 tel que φψ � Id ? (autrement-
dit, a-t-on : S4 � pZ{2Z� Z{2Zq �S3 ?

Exercice 7 Soit z :� eiπ{4. On pose :

s :�

�
� 0 1

1 0

�
, g3 :�

�
� z 0

0 z3

�
, g5 :�

�
� z 0

0 z5

�
, g7 :�

�
� z 0

0 z7

�
 .

a) Montrer que AutpZ{8Zq � Z{2Z� Z{2Z.
b) Quel est l’ordre des matrices s, g3, g5, g7 dans GL2pCq ?
c) On pose Gi :� xgi, sy pour i � 3, 5, 7. Exprimer sgis comme une puissance

de gi pour i � 3, 5, 7.
d) Montrer que xgiy est un sous-groupe distingué d’indice 2 dans Gi pour i �

3, 5, 7.
e) Montrer que G3 �

 
gk3 : k P Z{8Z

(
Y
 
gk3s : k P Z{8Z

(
et trouver les élé-

ments d’ordre 2 de G3.
f) Trouver un morphisme de groupes :

φ3 : Z{2ZÑ AutpZ{8Zq

tel que G3 � Z{8Z�φ3
Z{2Z.

g) Quels sont les éléments d’ordre 2 de G3 ?
h) Déterminer de même des morphismes de groupes :

φ5, φ7 : Z{2ZÑ AutpZ{8Zq

tels que G5 � Z{8Z �φ5 Z{2Z et G7 � Z{8Z �φ7 Z{2Z. Déterminer aussi
les éléments d’ordre 2 de G5 et G7.

i) Montrer que les groupes G3, G5, G7 sont deux à deux non isomorphes.
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