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Exercice 1
Si G est un groupe, on note pG :� HomZpG,C

�q.

a) Si n ¥ 1, montrer que {Z{nZ � Z{nZ.

b) Si G est abélien fini, montrer que pG � G.

c) Si G est fini, montrer que pG � G{pG,Gq.

d) En déduire que xQ8 � Z{2Z�Z{2Z et que xDn �

$&
%
Z{2Z� Z{2Z si n est pair

Z{2Z si n est impair.

Exercice 2 Soit n ¥ 2. SoitK un corps commutatif. On admettra que SLnpKq
est engendré par les xi,jptq :� 1� tEi,j , 1 ¤ i � j ¤ n.

a) Si i, j, k sont deux à deux distincts, calculer xi,jpaqxj,kpbqxi,jpaq�1xj,kpbq
�1.

b) Si n � 2, calculer :
�
� c 0

0 c�1

�
x1,2paq

�
� c�1 0

0 c

�
x1,2paq�1 .

c) En déduire que pSLnpKq,SLnpKqq � SLnpKq si pn, |K|q � p2, 2q, p2, 3q.
Déterminer pSL2pF2q,SL2pF2qq et pSL2pF3q,SL2pF3qq.

d) Si pn, |K|q � p2, 2q, p2, 3q, montrer que tout morphisme SLnpKq Ñ C� est
trivial.

e) Montrer que pour tout morphisme χ : GLnpKq Ñ C�, il existe un unique
χ : K� Ñ C� tel que χ � χ � det. Quels sont les χ possibles si K � C� et
si K est fini ?

Exercice 3 Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrer que G a exactement
6 5�Sylow. En déduire un morphisme GÑ A6 et un isomorphisme G � A5.

Exercice 4 Soit n ¥ 2.

a) Soit φ P AutpSnq. On suppose que φ envoie une transposition sur une
transposition. Montrer que φ est un automorphisme intérieur (indication :
on suppose que φpp12qq � pa1a2q, φpp23qq � pa2a3q ; montrer qu’il existe
a4, ..., an P t1, ..., nu tels que φppii� 1qq � paiai�1q pour tout 1 ¤ i ¤ n� 1).

b) Soit φ P AutpSnq. Montrer que φ permute les classes de conjugaison de Sn.
c) Déterminer le nombre de transpositions dans Sn. Plus généralement déter-

miner le cardinal de la classe de conjugaison d’une involution (un σ P Sn

d’ordre 2).
d) En déduire que si n � 6, tous les automorphismes sont intérieurs.
e) Montrer que S5 a 6 5�Sylow. En déduire un morphisme S5 Ñ S6. On note

H l’image de ce morphisme. On note φ : S6 Ñ S6 le morphisme induit
par l’action de S6 sur S6{H. Montrer que φ n’est pas un automorphisme
intérieur (indication : on numérote g1H, ..., g6H les classes à droite de S6{H
avec g1 � 1 ; pour tout i, Hi :� tσ P S6 : σpiq � iq ; montrer que φpHq � H1

mais que @ i, H � Hi)
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f) Montrer que AutpS6q � S6 � Z{2Z.

Exercice 5 Un groupe G qui possède une suite de sous-groupes

1 � H0 � H1 � � � � � Hn�1 � Hn � G

telle que Hi � Hi�1 et que le groupe Hi�1{Hi soit abélien pour chaque i, est
appelé résoluble.

1. Montrer que G est résoluble si et seulement si D ipGq � 1 pour i assez
grand (où D1pGq :� pG,Gq et D ipGq :� pD i�1pGq,D i�1pGqq).

2. Si G est fini, vérifier que l’on peut remplacer abélien par cyclique dans la
définition de « résoluble ».

3. Soit 1 Ñ G1 Ñ G2 Ñ G3 Ñ 1 une suite exacte. Montrer que G2 est
résoluble si et seulement si G1 et G3 le sont.

4. Montrer que les groupes suivants sont résolubles : Sn pn ¤ 4q, Dn, p-
groupes, groupes d’ordre pq, p2q et pqr, où p, q et r sont nombres premiers
distincts.

5. Montrer que tous les groupes d’ordre   60 sont résolubles.

Exercice 6 a) En faisant agir SL2pF4q sur l’ensemble des droites vectorielles
de F2

4, montrer que SL2pF4q � A5.
b) Montrer que GL2pF4q � A5 � Z{3Z.
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