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IIT — PRODUITS SEMIDIRECTS

Exercice 1 Compléter le graphe de Cayley de Ay pour les générateurs a =

(12

)(34), b= (123) :

o(12)(34)

oc

o(123) . .

Exercice 2

d)
)

Montrer que tout sous-groupe de (Z, +) est de la forme nZ avec un entier
strictement positif. En déduire I'identité de Bézout.

Montrer que (Q*, x) n’est pas de type fini.
On considére le groupe G = (R, +)
i) Montrer que les sous-groupes de G sont soit monogeénes soit dense.
ii) Donner un exemple d’un sous-groupe de G dense et de type fini.
iii) Tous les sous-groupes de G sont-ils de type fini ?
Montrer que Aut((Z, +)) ~ Z/27Z.
Montrer que Aut((Q, +)) ~ (R, x).

Exercice 3

2)

b)

Mountrer que Aut(Z/AZ) ~ 7Z./27. Déterminer (& isomorphisme prés) tous
les produits semidirects de Z/47Z avec Z/3Z.

Montrer que Aut(Z/8Z) ~ 7/27 x 7./]27, Aut(Z/27 x 7./27) ~ G3 (indi-
cation : choisir une bonne action sur l’ensemble des éléments d’ordre 2 de
Z)27 x 7J27), Aut(S3) ~ S3. Déterminer tous les produits semidirects
de Z/27 x 7)27 avec 737 (vérifier qu’il y a Z/27 x /27 x Z/3Z, Dg le
groupe diédral d’ordre 12 et y).

Exercice 4

a)

b)

Montrer que Aut(Z/p"Z) ~ Z/p"~ 7 x Z/(p — 1)Z, si p premier impair,
7.)27 x 7./]2" 27 si p = 2. En déduire les n tels que Aut(Z/nZ) est cyclique.

Montrer que Aut((Z/pZ)™) ~ GL,(F,) pour tout p premier.

Exercice 5 a) Montrer que &4 ~ 2y x Z/27.
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b) Montrer que PSLo(F3) =~ Q4 (indication : considérer les matrices
-1 1
0 . .
et et utiliser la présentation Ay = {a,b : a® = b® = (ab)® = 1).
-1 0

¢) Montrer que la suite :

n’est pas scindé (indication : considérer les éléments d’ordre 2).

Exercice 6 Soit n > 1. Soient B; :={ x € (Z/nZ)*, y €

Z/nZ. },Bg :={ vy v €(Z/nZ)*, y € L/nk }

0 a !
Montrer que B; ~ Z/nZ x, (Z/nZ)* et déterner ;. Montrer que By & By
sin =3 (considérer les centres).

Exercice 7 Soit z := e'™/*. On pose :

a) Montrer que Aut(Z/8Z) ~ 7Z/27 x Z/27Z.
b) Quel est Pordre des matrices s, g3, g5, g7 dans GLy(C) ?

¢) On pose G; := {g;, sy pour ¢ = 3,5,7. Exprimer sg;s comme une puissance
de g; pour i = 3,5,7.

d) Montrer que {g;) est un sous-groupe distingué d’indice 2 dans G; pour i =
3,5,7.

e) Montrer que G3 = {g§ : ke Z/8Z} U {gks : k€ Z/8Z} et trouver les élé-
ments d’ordre 2 de Gs.

f) Trouver un morphisme de groupes :
¢3 : Z)27 — Aut(Z/87Z)

tel que G ~ Z/8Z x4, Z/27Z.

g) Déterminer de méme des morphismes de groupes :
¢s5, 07 2 L)27 — Aut(Z/87)

tels que G5 ~ Z/8Z x4y L/2Z et G7 ~ ZLJ/SZ %4, Z/27Z. Déterminer aussi
les éléments d’ordre 2 de G5 et G.

h) Mountrer que les groupes G3, G5, G7 sont deux a deux non isomorphes.
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